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A pag. 305 dopo il verso 19 »i aggiunga 
poiché mB -f «»iB = (»B -f qB) + {nm — 3)8 = A + {nm -q)B,... 

E il verso 22 si muti come segue: 

fi»MB, nmC, nmD, . . . 
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Solla ricerca del " logaritmoseoo " e del " looarìtnotanpte 

DEGLI ARCHI PICCOLI 



II 



§ 1. — Siccome per questa ricerca si danno nelle Tavole 
logaritmo-trigonometriche e nei trattati di Trigonometria parecchi 
metodi diversi, ci è parso utile confrontare fra loro questi me- 
todi, studiando l' approssimazione che con ognuno di essi si rag- 
giunge. L' indagine è stata lunga e minuziosa, ma crediamo che 
i risultati da noi ottenuti possano utilmente servire, sia per in- 
trodurre qualche opportuna modificazione in parecchie delle tavole 
più comuni, sia per rendere più completo o più esatto quanto in 
proposito si suol dire in molti degli ordinari trattati. 

§ 2. — Sia f (x) una funzione, la quale, in tutti gli intervalli 
nei quali occorrerà di considerarla, abbia la derivata seconda 
finita e diversa da zero: indicando con x^ e x^ due valori arbi- 
trari della variabile e con x un valore fra questi compreso, dalla 
teoria delle funzioni interpolari (*) si ha 



(1) m=f(^ù+(o^-^i)\ 



+ — -}+(^-a?,)(x-a?,)— z— 



Xj X^ X^ Xy 



dove u rappresenta un valore, generalmente incognito, pure 
compreso fra Xj e a:^; e da questa, ponendo 



X — x^=5x 



X^ ~~"~ Xt ^— ~ faX X 



e indicando con 6 un numero compreso fra e 1, si ricava 



(2) m= 



fiiioù+^n^^+àx) 



fi-cù } - 






(*) Y. Pbaxo, — Calcolo DifferentiaU, 8 88 — (Ed. Bocca, Torino 18d4). 
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PERIODICO DI MATEMATICA. Ó 

da cui 

(6) |Ì|S1. 

Così, 86 fosse 

f (x J = 2,325 ed f(x,-\-ix)= 6,455 , 

dalla (3) risulterebbe 

f(x,-\-0,ò) = i,390: 

mentre che, tenendo due cifre decimali solamente, ai avrebbe 

f{x,) = 2,^3 ed /"(x, + A a;) =6,46 

e gnindi 

f(x, +0,5) = 4,40. 

Osservaeione. — È utile, per il seguito, tener presente che 
l'errore l consta di due parti (ognuna delle quali ha per mas- 
simo 0,5} : quella che deriva dagli errori e, ed gj , e quella che 
deriva dalle cifre che si trascurano nel risultato finale e che 
abbiamo indicato con e. 

§ 4. — Supponiamo ora ohe, indicando con log il logaritmo 
volgare, sia 

f (x) = log sen X ed f (x) = log tan x : 

se g^ e g\ sono i corrispondenti errori k^, siccome, indicando 
con M Ù modulo dei logaritmi volgari, si ha rispettivamente 

rW = -M^ ed rW = -4M°Ìi|2, 
sen' re sen ^x 

dove 

M = 0, 43429 44819 03251 , 

daUa (4) si avrà 

<'' "■ = + 1^(1-^^)^" 



ctn 2 {x, + 9, A x) 



u 2 (a:, +6,4^) 

e quindi g, sarà sempre per difetto e g, sarà per difetto o per 
eccesso secondochè x, -j-h,^ x sarà minore o maggiore di 45 , 



Osservazione IV. 
f{x) = logx 
^ s^ fftìffì e g'3 sono 



(13) 9,<- 



8 X 



i 1 



(15) , 

(dove, essendo g\ neg > 
seluto); e, supposto - 

Max' 

(16) i^.>-8-(^.: 



(li; 

risultati che ci sarann 1 
mento analogo a quel i 
che \gW è sempre ma, ; 

§ 6. — Dalla (7) i 
ambedue al calare di ; 
e che per x^ molto pi( < 
tanto da alterare fino L i 

Di qui deriva che, 
il principio delle parti 
ricerca in questione, e 
un limite inferiore sot: 
cedimento. E siccome 
affetto dall'errore l (§ 
una unità dell'ultimo 1 
(tanto nelle Tavole loc^^ 
di Trigonometria) in ni 
0, almeno, una mezza i 
plessivo k^ -\- l risulterà 
tivamente. 

Servendoci della (^1 



0) TntU 1 limiti dati dalle (1 
noti, e, meno quello dato dalla (I 
citato), furono pubblicati per la ] 

€ Brrori prodotti daUa inUrpo 
mento al fascicolo del Luglio 18'j 




PERIODICO DI MATEMATICA. 



il limite dato dalla (21), essendo ^ x = 1\ non pìid in nessun modo 
essere abbassato. 



§6. — Abbiamo applicati la (19) e la (20) ai casi in cui sia 

^x = r , lo" , 10" , r 



ed 



n = 5 



10, 



e i corrispondenti limiti superiori di x^ , cosi trovati, sono rac- 
chiusi nelle seguenti due tabelle 



fft < 



10» 





5 


6 


. 7 


10 


1' 


l'W 


3«54' 


12* 23' 


> 


16" 


18* 30" 


58' 30" 


3* 04' 30" 


» 


10" 


12' 20" 


39' 00" 


2» 02' 50" 


» 


1" 


1' 14" 


3' 53" 


12' 17" 


6« 29' 10" 



9i<^-7r 



1^ j^ 

2 '10« 





5 


. 6 


7 


10 


1' 


1"45' 


6» 31' 


17» 39' 


» 


16" 


26' 15" 


1» 22' 30" 


4» 20' 45" 


» 


10" 


17' 30" 


65' 00 ' 


2° 63' 50" 


» 


1" 


l'44" 


5' 30" 


17' 22" 


9° 11' 33" 



Osservazione I. — Per ognuno di questi limiti si possono fare 
considerazioni analoghe a quelle fatte nella Oss. al § prec. 

Osservazione IL — Per n = 10 e A a? = 10" ,16 , 1' , ^r^ 
può sempre essere maggiore di una unità dell'ultimo ordine. 

§ 7. — Che il principio delle parti proporzionali non si possa^ 
per la ricerca in questione, rigorosamente anmiettere si dice in 
quasi tutti i tr?ittati di Trigonometria; non sempre però si os- 
serva che l'errore corrispondente può diventare molto grande, 
anzi in alcuni si asserisce che, in pratica, esso è trascurabile. 
Cosi, limitandoci a uno solo dei parecchi esempì che potremmo 



8 PERIODICO DI MATEMATICA. 

citare, il Le Cointe nel suo est«so e notevole trattato (') dice 
in proposito « Questo princìpio non e perfettamente esatto ; ma, 
« come si può far vedere mediante V Analisi Infinitesimale, esso 
« conduce in pratica a una approssimazione sufficiente ». 

In tutte le tavole poi, come nella maggior parte dei buoni 
trattati, si stabilisce un limite di x„ sotto il quale quel principio 
non ai deve ritenere applicabile: ma, dietro quanto abbiamo di- 
mostrato nei paragrafi precedenti, sui vari valori assunti per 
questo limite possiamo fare le seguenti importanti osservazioni, 
limitandoci però alle tavole e ai trattati più comunemente noti. 

§ 8. — Per n^7 e Ì3;=:10" il Bbdhns (') stabilisce per lìmite 
inferiore di a;, 6«; il Cali,bt (') e il Bbrwkrk {*) stabiliscono 6"; lo 
SchhOn (°) 3." Ha, come rieulta dalla seconda delle tavole del § 6, per 
avere un errore minore di mezza unità dell' ultimo ordine basta . che x^ 
non sia maggiore di 2° 53' 50", quindi tutti questi limiti sono elevati 
sufficientemente e i primi due potrebbero essere notevolmente abbassati. 

Il BauHNS giustifica il suo limite solo col dire (Prefazione, pag. Ili ) 
che, servendosi per archi inferiori a tì" di un'altra tavola, in cui invece 
di Sx^ 10" si ha \x ^= 1", si risparmiano lunghe e ardue interpola- 
zioni; e, se non si considerano frazioni di secondo, questo è vero. 

n limite stabilito dal Callst e dal Bbbmikkb e adottato da moltis- 
simi autori di trattati {Sbrbbt (•), Gtiiou ('), Vawidint ('), Lalbalbttbibr (•), 

KlryimiC*), F, L ("), ToDHUNTKB (") , } è gìustificata dal Sbbhkt (1. e, 

pag. 7fi e 77) col dire che, avendosi 

M (are 10*7 



questo errore g^ è sempre minore di una unità del settimo ordine, se a:, 
sorpassa un certo limite inferiore a 6." E infatti si verifica facilmente 
che, affinchè il secondo membro della precedente diseguaglianza sia mi- 
nore di una tale unità, basta che x^ non sia minore di 4" 05' 40". Ma, 
usando la (9), si può asserire che, per Xi maggiore dì 5" , j, è minore 
non solo di 1, ma anche di O.lfiS. 

Il limite stabilito nella tavola dello Sohrós e adottato poi da diversi 



(■) Lt CoiiTF. — LitOHi tur In UmrK da fenctism cireulaim a la TTisimimitri; pug, 64 
(Ed. Ulllst — BdOhPlter, Pmligl 1868) 

(•) B«DH«. Jfmwo numiob ìngaritmco-tTigonamlirìCti, TnT. m (Ed. Tiuchnlll, Lipsia 188S), 
('J CiLUST, Taiìit fortattca da lesaraima, pag. SW e aeg, (Ed. Flmlii Dldol, FuIrI. ISM). 
Onesta tivole occopanu nn ntoi»o vuLqme di BOU pigimi In un otl4TO grande: furono pef6nlil«- 
mate porto»» In cODfroptD •]!■ «ntlclie tiTolo del Ou«>« [moì cbe sono In un quarto molto 

(•) Vboi. jranuab legarOmico-tngimttiuMc», Tir. III. (Ed Wsidmann. BstIIdo. 1873). 
(■) Schifi:. Tabla df ttgarUlinui. Tav. II, (Ed Olothler-VI Ilari, Parigi 18et). 
{*) 8k»kt, Tnvlé dà Tr<}imomftrU (Ed OaulhlBr-VlIlars, Parigi ISSH). 

tato più originale Ira limi quelli obe uol conoBciaaio. 

(') VaciiutlTT, Cauri de TrigornHiutrit (Ed. Haason. Parigi 1884J. 

(■) Liuii.t.miiii, Triiononutrii rirCiIijma, mia dn prmcipit de la HovvilU GiBmrlnt du triimglé 
(Llb. CroriUt-llonmt. Parigi, 1888). 

1") Kdijk, Lt^rbucli dn- Logantmm lEd Majcr, Slullgarda 1HS4). 

. CompifmBrtU dt TrìffOnomttnt tt métkoda pvur ia ruotutiùn da profr^'nvi (Ed- 
"arigi l*Ba]. 
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autori (De Cohbbrousse, già citato ; Ejsbiérk (*),....) non è giustificato che 
dalle seguenti parole (poste dalPHouEL nella prefazione, pag. VII) « Da 
« O* a 8<* le differenze dei logaritmi dei seni, delle tantenti e delle co- 
€ tangenti variano troppo rapidamente, perchè si possa interpolare con 
« sufficiente esattezza col metodo delle parti proporzionali » E, serven- 
doci delle solite (9), noi possiamo aggiungere che per x^ non minore di 
3®, è certamente g^ minore di 0, 466. 

Solo nel trattatto dello Chauvbnbt (') troviamo incidentalmente indi- 
cato un limite che può portare un errore e/^ non precisamente minore di 
una unità: infatti questo limite è 2® e per x = 2®00'05" dalla (9) e dalla (11) 
risulta che g^ è compreso fra 1,04 e 1,05. 

Osservazione, — Alle tavole del Bbbmikkr e a quelle del Callet, suac- 
cennate, dobbiamo però fare la seguente osservazione. Fin dal principio 
di queste tavole si trovano indicate le differenze tavolari per 10", mentre 
che V uso di queste differenze potrebbe portare, come già sappiamo (§ 7, 
Oss. m), ad errori tali da alterare fin la seconda cifra decimale; sarebbe 
quindi opportuno sopprimere le differenze stesse per x^ minore di 3* (come 
giustamente fa lo Schròn), che per x^ non minore di 3** è certamente g^ 
minore di 0,5. 

§ 9. — Per n = l e ^x=V il Rbynaud (*) stabilisce per limite infe- 
riore di cCj 12®; il KoHLBR (**) 9®; lo Chambers (già citato) 2<>; e oltre 
queste tavole citeremo anche la notissima e autorevole raccolta di eser- 
cizi del Heidt (*) dove, nelle stesse ipotesi, si è preso per limite 6®. Tutti 
questi limiti sono inferiore a quello indicato nella prima delle due ta- 
belle del § 6, cioè 12<»23'; e mediante la (11) si può verificare che nes- 
suno di essi è sufficientemente alto. 

n Retnaud (nella prefazione alle tavole del Lalandb, pag. XXIX), 
dopo aver detto che « nella ricerca dei logaritmi delle linee trigonome- 
« triche si è costantemente proceduto in modo da ottenere questi lega- 
le ritmi a meno di una unità del settimo ordine », giustifica il limite 12® 
dicendo che prima di 12® la differenza fra due differenze tavolari non è 
sempre minore di 8 : vedremo in seguito. (§ 38, Oss.) su quale ragiona- 
mento sia basata questa conclusione, per ora possiamo verificare che, per 
quanto il limite in questione differisca di poco da quello da noi indicato, 
tuttavia esso non è, a rigore, sufficientemente alto, perchè, dalla (11), per 
a; = 12®00'30" si ha g^ maggiore di 1,059. 

Lo Chambers e il Retot giustificano il loro limite adducendo, in so- 
stanza, la stessa ragione: giacché' il primo dice (pag. XVIEE) che sotto 
2® le differenze non si possono più ritenere costanti) e il secondo (pag. 41) 
che per archi minori di 6® le variazioni dei logseni e dei logtangenti 
non sono proporzionali alle variazioni delP arco. Ma colla solita formula (11) 
si vede subito che per a; = 6® 00' 30" e per ce = 2® 00' 30" si ha, rispet- 
tivamente g^ maggiore di 4,18 e di 37,04, e di questi due errori nep- 
pure il primo può ritenersi trascurabile. 



(*) RKBihRE| Court de Trigonomf'trié EUtnentaire (Lib. Genner-Baillière, Parigi). 

(') Cbavvisiet, a Treati»e on piane and apherieal Trigonometrff, pag. 66 (Ed« Llpplncott, Fila- 
delfia 1891 >. lu questo bellissimo trattato è molto notevole li Cap. VII. della Parte II, nel quale 
si di la soluzione di un triangolo sferico qualunque (non supponendo cioè i lali e gli angoli 
minori di tt). 

(*) Lalaudb, TabU$ de ÌOffanthmes étenduet a sept decimaU» (Ed. Gauihler- Vili ars, Parigi 1890). 

(*) KShlik, Manuale hffantmtco-trigonometneo (Ld. TauchnltK, Lipsia 1873). Queste tavole sono 
molto osate nelle nostre scuole. 

(^ Rrjdt, Sttnmiung von Aufgaben und Beispi'elen aus der Trigonometrie und Stereometrìe; 1 Thcil 
Ed. Tetibner, Lipsia, 1877. 
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(22) tan (a:, -)- S a;) = "-"i-v 



log sen (i, + 30") — log sen {x, -\- 20") ' 

poi decresce sempre e per Sx = 60" è negativo : basterà dunque din 
strare che si 1ib sempre 



e die il valore assolato di gt corrispondente a 5 x = CO" è minore ( 
massimo valore dì ^,. Infatti, siccome 

y, ^ I log sen (a;, -J- Sa:) — logsena:,J — — {logsen(a;,+60")— logaena;, 

sarà 

(24) j, _ p^ = 1^ [e { log sen (x, + 30") - log sen (x, ^W)]- 



l sen (a;, + 60") - 



ma, indicando con B la quantità posta fra le parentesi quadre e svìtu 
pando log sen (x, + 20") , log sen (a:, -f- 30") e log sen (a;, + 60") colla fc 
mula di Tatlok arrestata al terzo termine, si ha 

M(arc60")' | 4 6 9 

12 i sen' (a:, + 6, 20") ■*" sen" (x, + 9, 60") sen' [x, +6,30" 

(dove 9, , 8, e 6, hanno il solito significato), da cui 

M (are 60")' ) 10 9 | 

■^ 12 1 sen» (a;, + 60") sen' a:, ( 

e, nel nostro caso, è certamente 

10 sen» x, > 9 sen* {x^ + 60") , 

dunque la (23) é dimostrata. Per dimostrare anche l'altra parte osse 
viamo che per 5 a; ^ 60" si ha — j* = B , dovrà dunque essere B n 
nere del massimo valore di p, ; e infatti, sostituendo a B il valore da 
dalla (24) e a p, il valore dato dalla (11), si vede che per ciò basterà che s 

21 sen< a;, > 20 sen' (a:, + 60") , 

e anche questa nel nostro caso è sempre vera. 

Non è però affermativa la risposta alla terza questione, giacché gì, pi 
essere maggiore di una unità. Per dimostrarlo bisognerebbe trovare t 
limite inferiore del massimo valore di gt , ma, per brevità, tralascieren 
qui questa ricerca alquanto laboriosa e ci limiteremo a far notare ci 
per a; r= 9° OC 2&" (valore dedotto dalla (22) ponendo k, =■ 9° e trasci 
rando le frazioni di secondo) si ha certamente gk maggiore di 1,29^ 
come si vede servendosi della tavola {a dieci cifre) del Visa, confrontane 
il valore cui si giunge seguendo il procedimento del EOhleb col valoi 
che si ottiene dalla tavola stessa (col metodo del § 34), e sapendo ci 
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Il secondo dice (pag. Vili) che e i logseni a i logtangenti degli 

< archi piccoli variano troppo rapidamente; dimodoché, visti gli er- 
« rori da cui sono necessariamente affette le osservazioni, le ultime cifre 

< decimali non aggiungono nulla all'esatezza della operazione, Perciò nelle 

< prime pagine della tavola queste ultime cifre sono staccate dalle altre 

< e le parti proporzionali poste eccanto suppongono che non se ne tenga 

< conto >. B«lativamente al numero di queste cifre dobbiamo fare le 
seguenti osservazioni, ma diciamo fin d'ora che, per il caso in cui, es- 
sendo X minore di 5°, si volessero sei cifre decimali, il Caillzt stesso 
propone il metodo che esporremo al § 39. — Per x, maggiore di 4' non 
si trova nessuna cifra staccata e per x, oonpreso fra 1° e 4° se ne trova 
una sola; quindi il logseno e il logtaugente si hanno con sei cifre 
decimali nel primo caso e con cinque nel secondo. Queste cifre sareb- 
bero esatte se l' interpolazione fosse fatta nel modo ordinario (poiché p, 
è certamente nùnore di una mezza unità del sesto ordine se x è mag- 
giore dì 1" 22' 30", ed è certamente minore di una mezza unità del quinto 
ordine ee x è maggiore di 26' 15", come resulta dalla seconda delle due 
sohte tabelle); ma usando le tavolette proposte dal Caillbt, che sono 
calcolate sulla differenza media fra quindici differenae tavolari successive. 
l'errore aumenta, e, con un procedimento in altra occasione indicato (') 
si vede facilmente che per Sa^ tendente a 15'' esso può essere maggiore 
di 3,26 nel primo caso o di 4,67 nel secondo. — Per x compreso fra 
15' e 1° SI trovano due cifre staccate, e colla ordinaria interpolazione si 
hanno infatti quattro cifre certamente esatte (perché per x maggiore di 
15' si ha g, minore di 0,15, presa, si intende, per cifra delle unità la 
quarta cifra decimale) ; ma usando le tavolette proposte, per la ragione 
suindicata, si trova che l'errore può essere maggiore di 5,40. — Per x 
minore di 15' si hanno ancora quattro cifre staccate, ma non son più 
date le tavolette per le parti proporzionali, e si trovano solo le differenze 
per 10" a partire da 1' 15" : qui però 1' errore di interpolazione può es- 
sere sensibilissimo, e servendosi, p: es;, della prima differenza segnata ('), 
esso può essere maggiore di 10,07. — E termineremo coli' osservare che, 
usando le tavolette da Cau.lbt proposte, anche il limite dell' errore l au- 
menta, ed aumenta precisamente di 0, 655..., come altra volta dimo- 
strammo {'). 

§ 13. — Per n zz; 5 si ha generalmente i a; ^ 1'; in questo caso i vari 
limiti stabiliti per x, sono quasi sempre molto maggiori di quelli dati 
dalle due solite tabelle (l" 14' e 1* 15' secondoché si vuole che 9, sia 
minore di una unità o di uua mezza unità), e potrebbero quindi essere 
molto abbassati. 

Il DnpiTis (') assume per limite 2» 12', perchè (pag. 172 e 173) < per 
archi maggiori l'applicazione del principio delle parti proporzionali porta 
im errore minore di una unità del quinto ordine. 

L'Albbkoht {') e I'Hoobl ("), assumono 3°, * perchè, dice il secondo 
* (pag. XV), il principio delle parti proporzionali cessa di essere appli- 
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< cabile verso ì due estremi del quadrante e per archi minori di S' o 
* maggibri di 87" è preferibile ricorrere ad un altro procedimento ; > ma 
cominciano ambedue da 2' a dare le tavolette delle parti proporzionali. 
E fra le tavole a cinque decimali citeremo anche quella del Bkbhikib (■), 
nella quale le suddivieioni dell' arco (sessagesimale) seguono il sisteiaa 
decim^e : in queata tavola sì propone il metodo che esporremo al § 39 
per X maggiore dì i" (però le tavolette delle parti proporziona ii eì danno 
da 3° in poi), e anche questo limite è più che sumcientemente alto, es~ 
sendo A x eguale a un centesimo di grado. 

§ 14. — Passando ora ad alcuni trattati, noteremo che I'Hahmbb (*) as- 
sume per limite 6"; rHBis(')4'; il Guus (♦), il Reiot (già citato) e il Ezkykb 
(già citato) 2* ; l' F. I. (già citato) e Ìl Bkiot (') 1" 30' . — L' altezza 
esagerata del secondo limit« non è in nessun modo giustilìcato ; e quella, 
ancora più esagerata del primo è giustificata dall' A. dimostrando (con 
un ragionamento non esatto, e lo vedremo al § 26) che fino a (i" si paó 
usare il metodo che esporremo al § 24, — Nell'ultimo poi di questi 
trattati è aggiunto 

che per x compreso fra 1' e 1°30' l'errore non sorpassa una unità, 
e questo non è vero perchè per x = l°01'W g, è maggiore di 1,4; 

e che per x compreso fra 45' e 1° l'errore non sorpassa due unità, 
e neppur questo è vero, perchè per x = 45' 30" j, è maggiore di 2,BG . 

Osservazione I. — Per tutte le quattro tavole accennate dobbiamo 
ripetere la solita osservazione (§§ 8, y) e concludere che sarebbe oppor- 
tuno sopprimere le differenze tavolari per x minore di 2". 

Osservazione TI. — Relativamente alle tavole dell' Hopkl dobbiamo 
fare un'altra osservaaione ed è che le tavolette ausiliarie (per il calcolo 
delle parti proporzionali) non danno le cifre decimali dei successivi pro- 
dotti parziali (come tutte le tavole del secolo decimottavo) ; e quindi, 
usando questa tavola, il limite deli' errore l (§ 3) può aumentare e può 
aumentare precisamente di 0,555 . . . come altra volta dimostrammo ('). 



(■> BRtniiKB, — Tatok logaritmieo-triffOAOttutn'chi con fmftH dicimali (Bd, Hoepll, ' — Ml- 
BDD. imi). 

Dell, prehilone n qneale tiTole (■ p.g. Viti) l'A., dopo .ver f.llo not.re l-lnnltltt» di 

Il «otlrMre un log»Htino non È di muggior fillc» ohe r »gglongerlo .; qui eUdenlemsnw u 

itiariimi cotKonti. 

Poi agglnuBP: < Collo !le»io diritto si potrcbDe iinrtie domindwo unk UvoU del i;omplfl- 
mentl decidici del logaritmi del niiiiien. 11 cfae per fortnoa Don e ancora venuto In menEe 

'ALnuBi. nè'tmtl coloro, e anno molti, obe negli ordinari oalooll nautld al se'iiono delle ta- 
ole del CtiLLWi (dove tona sempre dati I coloKBritml. oailn 1 comnlementl a zero, tanto del 
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§ 15. — I metodi proposti per evitare o diminuire gli er- 
rori in questione, g^^ e g^ , quando questi supererebbero una unità, 
o almeno una mezza unità dell' ultimo ordine, sono, che noi 
sappiamo, otto : ci proponiamo di confrontarli fra loro, esaminando 
Terrore a ciascuno di essi corrispondente. 

Primo metodo. — Questo metodo consiste nel diminuire il 
passo ^x della variabile ed è quello che più naturalmente si 
presenta: esso però non è suflGlciente, perchè, per quanto piccolo 
si prenda il passo costante ^ x , per x molto piccolo g^ e g^ po- 
tranno sempre avere dei valori grandissimi (§ 4. Oss. ITE). — In 
un caso solo esso sarebbe sufficiente: quando si mettesse come 
condizione di non considerare frazioni di x inferiori ?il ^x 
stabilito. 

§ 16. — Nel caso di n = 7 si trova una tavola con A a; = 1" nel 
BsuHNS (Tav. II) fino a 6", nel Veoa (Tav. li) e nel Gallet (da pag. 290 
a pag. 389) fino a ò**. 

Nella prefazione (del Brbmiesr) alle tavole del Vbga (pag. XIX) è 
detto che per archi inferiori a 30' V uso della II tavola in discorso < è in- 
€ comodo nei calcoli geodetici tanto per le grandi moltiplicazioni e divi- 
€ sioni richieste dal calcolo delle parti proporzionali, quanto perchè si 
€ deve aver riguardo alle differenze seconde » (veggasi in seguito § 34) 
« laonde è da preferirsi V uso della tavola I > (veggasi in seguito § 41). 
Ma, per quanto abbiamo detto, V uso di questa II tavola è da evitarsi per 
archi molto piccoli, inferiori p. es. : a 20' (veggasi la seconda delle due 
solite tabelle), non perchè sia iricomodo, ma perchè potrebbe portare ad 
errori troppo grandi (anche tenendo conto delle differenze seconde, § 36). 

Osservazione analoga, ma con maggior ragione dobbiamo fare alla 
tavola n del Bruhns, nella quale si danno anche le tavolette delle parti 
proporzionali, meno cha da 10' a 1^ 20' per mancanza di posto (Prefa- 
zione pag. VI e Vn). Ebbene: usando quelle tavolette per x minore di 
1' si può commettere un errore maggiore di 150,7. Questo grave difetto 
potrebbe essere tolto dalle belle tavole del Bbuhns, sopprimendo le ta- 
volette deUe parti proporzionali anche per x minore di 10', ma bisogne- 
rebbe pure sopprimere tutte le differenze tavolari per x minore di 18' 
perchè Fuso di queste differenze, anche per x^ = 17' 21", può portare un 
errore maggiore di 0,5, 

Solo il Callet, fra quelli citati, non ammette che per frazioni di 1" 
si possa applicare il principio delle parti proporzionali (nelF uso della ta- 
vola in discorso), e indica invece {Awertissementj pag. 35) un metodo, 
che, essendo proposto anche in parecchi trattati, sarà da noi completa- 
mente studiato in seguito (§ 32). 

11 KoHLEB poi nella sua tavola pone A x = 10" fino a 9* ; abbiamo 
già visto (§ 10) che questo limite non è sufficientemente alto : osserviamo 
ora che questa parte della tavola contiene tutte le differenze tavolari ef- 
fettive (che fino, p. es., a 3° dovrebbero, per la solita ragione, essere 
soppresse) ; e che in essa non è stabilito un limite sotto il quale V in- 
terpolazione ordinaria non sia permessa. Per x minore di 3° è però pro- 
posto un altro metodo (queUo del § 39, al solito), ma, pare, solo per mag- 
giore comodità di calcolo (Prefazione, pag. XXX). 

§ 17. — Nel caso di n = 6 e Aa: = 10" il Bbbmikbb dà una tavola 
(la n) con A ac = 1" fino a 5®, ma non dà le differenze tavolari e indica 
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SAGGIO DI UNA TEORIA 

sull'approssimazione naturale o variabile delle radici quadrate 



' Misurare è sapere. , 
Kbpler. 

Da un teorema precedente sull'approssimazione delle radici qua- 
drate degl'interi, (*) ora generalizzato ai numeri misti ed alle frazioni, 
potei in seguito dedurne altri, successivi perfezionamenti del primo 
di taluni già noti, offrendo così sull'argomento, saggio di una 
teoria, che a' vantaggi della maggiore estensione e dell'accresciuta 
esattezza, unisce anche quello della facilità nelle applicazioni. Ed ove, 
sopratutto, si addimostra come, in generale, non convenga considerar 
sempre la medesima approssimazione costante per un numero qualsivoglia, 
indipendentemente dalla sua grandezza ; mentre è più razionale desu- 
merla dal valore della sua radice a meno di una unità per difetto e 
da quello del resto: elementi che risultando spontanei dal procedi- 
mento stesso dell'operazione, ne stabiliscono a priori il grado neces- 
sariamente variabile. D'onde il titolo del lavoro, nel corso del quale 
sarà manifesto che, senza spingere oltre i calcoli per l'estrazione di 

radice, ma arrestandoli bensì laddove vi determina p. es. y 1 5;^ = V 1,98 
soltanto a meno di tt^ , si può, molto meglio, ottenerne il valore più 

esatto a meno di oToTt. Che se poi risaputi artifici si combinano ai 

1 



metodi proposti si ha, considerando però la forma equivalente ^k V4950 , 

1 
r approssimazione ancora più spinta a meno di "òoTon ' 

Ma ecco il primo degli accennati teoremi 

Teobema I. — Se di un numero qualsivoglia N (intero, misto fra- 
zionario) è V N = n, a meno di un'unità per difetto col resto r, saranno 

n + p I ^ erf n + ^ . 1 due altri valori di } N, piìi approssimati del 

primo perchè rispettivamente a meno di ^—^r-r per difetto per eccesso : ri- 
sultandone così V N definito dalla limitazione 

E sarà, pertanto, facile il mostrare : 

1^ Che, non necessitando la condizione di r intero, è giustificata 
la estensione del teorema anche al caso de' numeri misti frazionarii 
(intendo riferirmi alla già citata nota, ove peraltro il teorema non 
era esplicitamente enunciato). 



(*) Periodico di Matematica, Voi. XIII, 1S98, Livorno. 
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a meno di una unità: poiché, essendo n = 0, e quindi r eguale alla fra- 
zione stessa, si avrà "T <^ V ~r "^ "T +1 5 ^^ siccome è d'altronde 

consegue infine che, a meno di 1 — r- = — r — , sarà -r- < y -r- < 1 , 



yi-o. 



e si ha il seguente 



. b — a 



Teorema. — // valore della radice quadrata a meno di — r — di una 



a 



frazione ^ < 1, è compreso fra quello della frazione stessa e Vunità, 

Esempio. — A meno di 0,1 ; 0,01 ; 0,001 rispettivamente per 

difetto si ha 

Vo^==0,9, VÒ^ = 0,99, V'0,999 = 0,999 . . . . 



e, in generale, a meno di 



. 1 



n 



f^- 



n— 1 
n 



I 



Inoltre, Tapprossimazione a meno di -^ unità può facilmente de- 

dursi dal Teor. II, ottenendone così un enunciato più generale del 
risaputo, cioè: 

Teorema. — Se di un numero intero o misto N qualsivoglia è, a 

meno di una unità per difetto, V N = n, saranno rispettivamente a meno 
di -^ per difetto o per eccesso n ed H'\-\ due altri valori di VN, se- 
condo che il resto non superi o superi n. In altre parole: Di un numero 
intero o misto N, la radice quadrata a meno di -^ è, per difetto, eguale 

ad ì\,se n*<N<,n'+i^; mentre è, invece, per eccesso, eguale ad n+1, 
se n" + n<N<n'-f 2n + l. 

Dal Teor. II, infatti, si ha, pel massimo n'*-\'nj e pel minimo 
n' + n + 1 de' numeri rispettivamente eguali o compresi fra i primi, 
fra gli ultimi de' 2n interi fra n* ed (n + 1)*, le seguenti limitazioni 



n + : 



71 



n 



ed 



2,,+i<V''^+^^<^^ + 2., 



I n-\-l -/-Vi TT ^ I *i + 1 



2n 



quindi a fortiori 

n <Vn*+n < n + -x- ed n +-h- <1V+ n +1 < n + 1 e. d. d. 

Ma rapi)rossimazione consentita dal Teor. II può, a sua volta, 
esser perfezionata; giacché in modo simile a quello per cui si deduce 

dall'approssimazione a meno di una unità, l'altra a' meno di j , si 
può, dalla sola ispezione del resto, determinare a priori, quale delle 
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2Ì 



talvolta non giudicarsi opportuna. Ne si tien conto delle restrizioni, 
per altro apparenti, relative agli ultimi due teoremi per le frazioni 
mìnpri dell'unità (V. la precedente nota al Teor. II). 

È chiaro, infatti, come de' due noti teoremi che danno le radici col- 

l'approssimazione costante a meno di una o di -g- unità, possa intendersi 

il secondo quale perfezionamento del primo ; e i^uali perfezionamenti 
successivi del secondo suddetto e di ciascuno dei precedenti, i teoremi 
già segnati I, li e III, i quali danno l'approssimazione sempre mi- 
gliore, l'uno a meno di „ , . , variabile con n; e gli altri, rispetti- 
vamente quelle a meno di 2ni2n-\-ì\ ^"^ 2" -^ 2ni2n-4-ì) ' ^*''''**'''i 
con M e con r. 

Ma rispetto al Teor. III. è da notare inoltre che. mentre i primi 
duo danno, ciascuno, due limiti soltanto, esso stabilisce invece, l'una 
o l'altra di due distinte limitazioni e quindi (poiché queste . hanno 
un limite comune) tre differenti limiti, che potreboero rispettivamente 
denominarsi: limite inferiore, medio o superiore; e i valori delle corri- 
spondenti radici : valore per difetto '",^^°, e valore per eccesso, '","S'°. 
Risultando evidente dal teorema sudetto che il limite medio, cioè 



H-f 



2n+l 



X^ 



4» 



va considerato 1 



condo che sia, per N intero, r^n od 

> (4» + l)' 



me superiore o inferiore, se- 
1- < M ; e, per N misto, 
-1 



{4f. + l)' ■ 
Esempi: __ 

V. Si tratti del calcolo appj^ossimato di V'iO ; siccome è, a meno 
di 1 per difetto, col resta l,VlO = 3, e quindi n = ò e 2n+l = 7, 
si ha successivamente pei Teor. I, II e III. 
pel Teor. II. 
i/lK > 3 ','7 „ „„„^ 



VIO 



pel Teor. 

■ 3 'h 
<3'h a mi 



->3 + S 



VlO;^ 

1 ^ 

6X7" 



pel Teor. IH. 



Vio 



,>3 + yXÌ^ 

<3 + l 



E poiché il resto r(= 1) < n(= 3), dei due valori dati dal prece- 
dente Teor. II, è, pel Teor. Ili, più esatto quello per eccesso 3 + -rr = 

= 3 + ~. Si segnerà quindi, d'ora innanzi, tal valore più esatto (che 

può essere tanto per difetto che per eccesso) con un asterisco * ; 
osservando che simile scelta non si è però autorizzati a fare tra i 
valori più approssimati che dà il Teor. Ili, sino a che non si sia deter- 



minata l'approssimazione, ancora più spinta, 1 



3 di 



1 ^^__„ 
4*2»t2« + l)- 



TEMATICA. 



i la completa applicazione ( 
•e valori ch'esso^uò dare, n 

precedenti I e II, basta p€ 
ir la scelta del più esatto ( 

all'uopo raddoppiare soltar 



simata di una frazione n 
Bssivamente 
pplicabile direttamente, 



5 ' 



si ottiene così un risu 



35 



5 



< 85 210 



1 



210 • 



eor. II basta\ 

^l)<n(=8 

;to, quello p( 



imero mist< 

^ssivament 
-stto e pe 
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tifizio di moltiplicHrne ambo i termini pel denominatore, è per altro, 
lo stesso dì quello degl'interi: al quale perciò può dirsi che si ripor- 
tano tutti i casi. 

Esempi. — Per un miglior confronto coi precedenti, calcolo di nuovo 

col metodo sudetto taluni degli esempi già trattati, per es. j' 1 ^ o l'I ss 

col Teor. III. 
poiché a mono di 1 per di- 
fetto È V 1200 =34 minore 
del reato 44, sarà 

Sól^+eS 4X31 / 



,.'7m ,/48 1 ,, 
>'»=)' 25 = 25* 



V^ 



fi' 



176_ 
■•■ 6900 

^6S0O 






U97 
*" 58650 



Similmente, calcolando col Teor. Ili per es. Vi ^5= 



l^^lt'I^ 



n^o 50 



w 14950^ 



V495U 

si ha che, poiché a meno di 1 per difetto V49.50=70 col resto 50 < 70, 
quel valore sarà compreso ira i limiti inferiori medio e superiore 
massimo: epperò de' due valori dati dal Teor. II sarà più esatto quello 
i avrà 

ossia, per eccesso, 

*^*" 50l' ^140J ^ ■ 140 
a meno di 

i- i- 50 _ ■ 1 

2 ■50-140.141 "39480 

risultato incomparabilmente più esatto di quello altrove ottenuto me- 

49 
diante l'applicazione diretta dal teorema, cioè del valore 1 + /^. , ap- 
prossimato soltanto a meno di vg circa. 
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6 quanto piìi grandi sono i suoi termini. L'importanza delle quali con- 
dizioni risulta evidente applicando i teoremi II e III: ed è, in fondo, 
identica a quella relativa alla maggior grandezza dei numeri (interi) 
rispetto alla migliore approssimazione delle loro radici ; epperò ne 
deriva la convenienza della trasformazione equivalente delle frazioni 
minori dell'unità in altre con termini che sìeno grandi quanto piii è 
possibile. 

Ma ecco, in ultimo, un breve accenno a taluni notevoli casi par- 
ticolari. 

a) E ovvio intendere la precedente relazione («) e la sua inversa, 

O9siariunendole:r5 n—r. — i—rrr-, come quella che stabilisce pe' numeri 

misti, i limiti di r, affinchè dei due valori approssimati della radice, 
risulti pili esatto quello per difetto o quello per eccesso. Ed è, inoltre, 

ben facile assicurarsi che la particolare ipotesi di t- = « — ., i . >a — 

mostra che ÌI dato numero misto è un quadrato perfetto, e che ne è, 
quindi, esattamente assegnabile la sua radico qufidrata ; mentre ver- 

rebbesi a commettere lo stesso errore di ^r-^rni — i~ri- ~~ri — rm — 
qualora, impropriamente, si adottasse, vuoi il valore per eccesso, che 
quello per difetto, altrove definiti pel caso di r < n. I quali rìesci- 
rebbero perciò egualmente lontani dal vero, l'uno in più e l'altro in 

meno. Infatti, siccome orsi ha N=h'-|-h ,, _i_ ij» — ,eciò non con- 
trastando con la relazione >■<», ma bensì con l'altra »■>» .. .,, - 

è naturale che sia da preferire (Teor. Ili) pel calcolo di yN la formula 
che dà il valore, per eccesso (ma per eccesso iimìio. e non mmnimó): 
valore che risulterà, ora, non più approssimato, ma invece esattamente 
definito. Si avrà pertanto, com'è facile verificare, 

(4>.^1)'-~1 

\! ,, t4»+l)'-l , " (in+W ,, 4h+1 , 2» . 

y»+» (4,.+i)' ^"+ 2»+i x-4;r='^+4;rfr ■ 

d'onde il corollario: 

L'espressione n'+n . i ■ ,a — ^ "" quadrato perfetto, qualunque 
'^ n finterò, misto o frazionario) e la radice quadrata ne è, esattamente, 

g.. "-^ Sg due numeri interi o misti qualsivoglia, però compresi fra 
stessi quadrati consecutivi interi it* ed (« + l)', ne sono inoltre 



lirfistanti, consegue: 1* Che tanto le loro radici a meno di 



2« + l 



Per ^ - 2«-i-i 

*"*f^tto, che i resti relativi di quelle a meno 1 per difetto, sono 
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vare che, se n è piuttosto grande, anche il corrispondente valore della 
radice approssimata per eccesso medio è abbastanza conveniente: il 

suo quadrato superando N soltanto di riro ^-wf ■ ^' ^*' allora, infatti 

<"+2;r+i--r.- »'"» <^+4i2» + i)' 

e, dopo facili riduzioni, 

r I 4» + l Y . M4n + n (4,1+ !)■ 1 

L" + 4(2,i + l)J -" ^2(2« + l|"l"l6|2,.+ l)' " '<"""^[4(2.. + X)]-- 

Egempi.~Fer n=l,2,3... cioè, pei numeri 2 = 1*+1; 6=2*+2; 
12=^:3' + '^---"^ + «' pei quali è, rispettivamente, 2h + 1 =3. 5, 7. ..; 
4» = 4, 8, 12 ... ; 4« + 1 = 5, 9, 13 . . . si avrà (Teor. Ili) che i valori 
per difetto (minimo) e per eccesso (tiietiio) delle loro radici, approssi- 
mate a meno di - 



_>'t 

12 _. . 1 



>2 



> 4.J 

V20 






■''■*<4 + !', 



- '^2-1 + 1 



Osservando, infine, come i precedenti risultati confermano il teorema 
concernente l'approBsimazione delle radici quadrate a meno di -y, pel 

4/1 + 1 1 

caso di N ^ «'+1, giacché è « + ' ai-2 ~ L Tì < " +~ ; ^ che, per es- 
sere inoltre h* + « ^ h {n + 1), indicano una facile e conveniente ap- 
prossimazione per tutti quei numeri che sono eguali al prodotto di 
due interi consecutivi (vedi Supplemento al Perioilico di Matematica, 
anno III, fase. Ili, quistione 215). 

r. P. Paterno. 
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sia il grado del risultante, cioè l'ordine della radiale Tq. Si consideri 
infatti una retta arbitraria r det piano, p. es. quella di equazione 

Aj> + By + C = 0; 

se I- contiene il punto Po, le cui coordinate sono date dalla (2), si 
avrà 

in. h Al 

(8) (Aa + BJ + CI /■„ U A +(AA + B/;)(r,+r.)-0. 

Ia f, o| 

E questa l'equazione di una curva A in generale dell'ordine 3 {n — 1) 
la quale taglia la curva data Y in 3h (h — 1) punti tali che i loro cor- 
rispondenti sulla radiale sono gli unici che cadono sopra la retta r 
considerata. Ciò autorizza a coneludere che la radiale di una curva 
algebrica dell'ordine n è una curva algebrica in generale dell'ordine 
3n(H — 1). Per es. la radiale di una conica è in generale una curva 
del fi" ordine, risultato noto, e la radiale di una cubica è in generale 
del 18° ordine, mentre era stato ammesso potesse salire a! 128*. (*) 

Il numero 3n{n — 1), esprimente l'ordine di Fg, soffre notevoli ri- 
duzioni per la presenza di punti multipli nella data curva F. Per dimo- 
strare e valutare l'influenza sull'ordine di ?„ di un punto multiplo, 
supporremo che questo abbia la molteplicità p e cada nell'origine; 
in tal caso si potrà scrivere 

essendo p > 1 e /^"(i ^p, p -{- 1, . . . , n) una forma binaria di grado p 
in X, y; in tali ipotesi /"''' = rappresenta il gruppo delle tangenti 
alla curva P nell'origine. Sostituendo nella (3) questo valore di /" ed 
ordinando secondo le potenze ascendenti di x, y si vede che il gruppo 
di termini di grado minimo è dato da 



A,"' 


A.'" A 


^ + B3 + C) A.'" 


A»'" f. 


A'" 


A'" 



Ora, applicando il teorema dì Eulero sopra le funzioni omogenee 
ed operando ovvie trasformazioni sul determinante precedente, que- 
st'espressione può trasformarsi successivamente come segue: 



P-1 f. 


" A.' 




M + S.A." 
•"+,jf,." 


__ 


> f," 









_A.+B?+c|f",'; 


A.'" 






= 


^JL 


f.'"- 


-kA' 


+!/A"') 





r(A«+BJfC)A" 



'A.<"A."'I 
Al'" A-"'l 
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Osserviamo finendo che, introducendo per l'omogeneità delle for- 
niole una terza coordinata z, l'equazione (3) diviene :(*) 

Ha* 
(5) j~jp (Aa + B.S + C) + (AA + BU) (A' + A') = 0> 

H essendo l'Hessiana della forma f. Se in particolare, supponiamo 
A=:0, B = 0, cioè consideriamo come retta r la retta all'infinito del 
piano, la (a) si decompone nelle due H = 0,2 = 0: i punti dell'infinilo 
(Idia radiale corriapondono quindi ai flessi ed ni punti all'Infinito della 
curva primitiva, cosa elio d'altronde potevasi prevedere. 
Genova, luglio 1901. 



Sopra una speciale tFasfoimazione cabìca del piano 

Nota dei, Dott. Giulio Cardoso-Laynes. 

I. Consideriamo due piani sovrapposti n e n', una retta doppia r 
ed un punto determinato di essa; ad ogni |)unto P del piano n 
facciamo corrispondere nel piano ti' la sua proiezione ortogonale sulla 
retta simmetrica della OP rispetto alla r. Inversamente ad un punto P' 
di ie' corrisponderà nel piano -k il punto d'incontro della retta sim- 
metrica della OP', rispetto alla r, con la perpendicolare condotta 
da P alla OP'. In tal modo ai ha una corrispondenza biunivoca fra 
i due piani. 

Facendo uso dì coordinate polari, essendo ÌI polo ed r l'asse 
polare, posto che sia P = (p, H), P' :^ (p', ff), si hanno facilmente le for- 
mule 
(1) G' = _9 , p' = pcos2e, 

da cui per le corrispondenti coordinate cartesiane ortogonali (ori- 

0, asse delle ascisse r), supposto die sia P = (x, i/), P' = {x, t/), 



- £!Ì:L'_+J/1* „ _ — !/' i'^' + J/'") 



si ha 

<-' 

e in versamento 

x' + !/' ■' x^ + f 

La trasformazione è birazionalc. 



2. Ad una curva C di ordiuo n 
del piano n, la cui equazione in 
coordinate cartesiane sia 

(3) ZMx.y) = <i, 



2'. Ad una curva (!' di ordine n' 
del piano tu', la cui equazione in 
coordinate cartesiane sia 

C3') i:/;(.t',y)=o, 
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3. I resultati ottenuti riguan 
rentemente contradittori, si spieg 
all'abbassamento dell'ordine stei 

Sia C una curva di ordine ? 
del piano tu, rappresentata dal 
l'equazione (3) e C la sua trasfor 
mata nel piano ti', rappresentati 
dalla (4); se C ha un punto r-plc 
in 0, si ha 

f\ (iS —y) = (per i < r) 
e quindi la (4) diviene 

(x'«+ !/'y.h {Mx, -y) . (x''+y")'-^ 

.(x'»-t/")-'} = 

e perciò, tralasciando il fattore 
(x^-\-y'^y, che eguagliato a zero, 
rappresenta le rette isotrope con- 
tate r volte, il grado dell'equa- 
zione della C SI abbassa di 2r 
unità, dunque: 

(IV) la presenza in di un 
punto T'plo della curva C fa abban- 
sare di 2r unità V ordine della tra- 
sformata C. 

In particolarese C passa per 
l'ordine della C abbassa di 2 unità. 

Può notarsi inoltre che 

(V) se fr (x , y) h divisibile per 
X* + y*, ciò che geometricamente 
equivale a dire che C ha nel punto 
r-plo una coppia di tangenti iso- 
trope, il grado dell'equazione della 
C si riduce ancora di due unità; 
così se fr (x , y) è divisibile per 
(x^ + yT ed è t+,(x,y) {per 
i <: k) divisibile per (x* -|- y^)**"' , 
Verdine della G si abbassa di 2k 
unità. 




e perciò, tralasciatido il fattore 
•^''^y% che eguagliato a zero 
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rappresenta le bisettrici degli an- 
goli degli assi, il grado dell'equa- 
zione della 0' viene abbassato di 2 
unità; se poi, piìi in generale, si 



rappresenta una coppia di rette 
isotrope, il gi-ado dell' et] uazione 
della C viene abbassato di 2 unità: 
se poi, piii in generale, si suppone 
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una cubica; deve essere circolare 

Sunto 2n-]Ao (Teor. Il), cioè, in qi : 
i tangenti ortogonali; la C' è ai 
lare, e ortonodale, cioè una strofa. 
Anche analiticamente si ha la 

!/ = f 
■'(Hjuazione di una retta C del pisi 
sformata C 

(S+lix'X»:" + !(•') 

che rappresenta appunta? una stro) 
reale parallelo alla retta simmetri ' 
Questa strofoide sarà retta se ì 
lela ad r; però va osservato che ii 
strofoide è retta, ma lo è anche pi 
pcndicolnre alla r; infatti in tal ca 
l'equazione 

x = 
la C lo è da 

Concludendo si ha duuqno che 

(VII) U rette del piano n non pi 
foidi erf in particolare quelle paraltc 
n strofoidi rette. 

Se poi la C passa per 0, come 
della trasformata si abbassa di 2 ■■ 
del resto era chiaro geometricame 
retta OP è la sua simmetrica risp 

Ad un fascio di retto di it col cci 
cioè dalla equazione 

corrispondono le strofoidi rapprese 

F(y,y',X) = (./ + W)(x'' + , 



- !>■■ 
nodo in 0. 
Poiché si ha 

lo strofoidi l\x', ìj\ X) =0 inviluppi 
tata dall'equazione 

-ìF 



che ha il vertice in {a, o) ed il noi 

Coniche di ic — (m =2). — Vediai 
nica C del piano ir nel piano iz. 



anX*-\-2auxy-\-a„if- 






'•'•'■■■«.»■;;: 



■p'' 

*■( 
eie 

J, 



pero.. '''-'•■•".«et:;,t«»e 
« dallo a/tr„ i 00,29 (iperl 

;:;'»'«- «oe„,„, 

"° ™pe.t,v.„^ ce 

Po,= i™!e;c„8 2j. 

.0 /'*■"•*-»:;: 
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Quest'ultima, se il circolo C 
scinde a sua volta nelle due 

x'-/ = e x' 
l'ultima dolio quali rappresenta i 
Se invece il circolo C non pi 
questo punto, cioè se ò, 

«i» = 
la (11) diviene 

che rappresenta una Kreuzcurce 
n. 5 girata di ± x) ■ 

Si potrebbero ancora, volend 
esempi e si potrebbe ancora con 
meri 4 e 5 osservando le trasformi 
considerate. 

Sasa, aprile 1901. 



Un ciimlatiTO del TI 



" Cotte proprietó qui est à pc 
* rìterait bien de prendre place d 
" les complementa de geometrie , 
Menioires couronnées de l'Accadi 

" Plusieurs géométres tcls quo lì 
" John Lesile ont utiliaé le théo 
" mathématiques „. Clement Thiry 
1890. _(•••) 

" È noto di quale possente au 
" tazione di questioni molteplici e < 
" zioni di numeroso relazioni metr 
matica, anno IV, fase. VI, p. lilli. 

§ 1. Persuasi dell'utilità pratici: 
teorema non crediamo fuor di pr< 



Fluì. gU, p. 2i; nella i 
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Un'altra forma meno usata dello stesso teorema è la segue 

che nel caso particolare del triangolo rettangolo si semplifica 
venta : 

a V + by = e V 

e nel caso particolare del triangolo isoscele è: 

§ 2. Esaminiamo in qual modo si può modificare l'enuncia 
teorema di Stewart, quando invece dei segmenti rr, y determinati 
trasversale CP, si considerino ^i angoli da essa formati coi di 
e colla base, cioè poniamo : PC A = X, PCB = Y, APC = e. 

Dalla semplice ispezione della figura si vede che esisterà s< 
la relazione angolare X + Y==C oppure X + Y = C4-27u. 

Si ricavano facilmente reguaglianze : 

ò.senX 



a* ,x = a^ 



b\y = b\ 



sene 
a.senY 



e . xy = e 



sene 

gfe.senX.senY 

sen^e 



ah . sen C=^c .z . sen e. 
Sostituendo questi valori nella relazione (1) si ottiene: 

sen X. sen Y 



a . sen X + 6 . sen Y = 2j . sen G-\-c 



sene 



Paragonando le due relazioni (1) e (11), si scorge che si pui 
sare dall'una all'altra col semplice scambio della seguenti qu£ 

ax ~ sen X 
by = sen Y 
cz = sen (X + Y) = sen C 



ab = sen e ossia : xy = 



senX . senY 
sene 



per cui saranno verificate le due serie di eguaglianze: 

ax __ by cz ab xy 

' senX sen Y sen C sen e sen X senY 



sen e 



a^x 



b'x 



C2^ 



cxy _ 



ab 



asenX òsenY 2:senC csenXsenY sene 



sene 
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Le dette formule sono generali per qualunque punto P nel piano 
del triangolo ABC e per tutti i valori degli angoli a, % y compresi 
fra zero e 2it. 

Supponiamo che ÌI punto P mobile nel piano del triangolo cada 
sopra uno dei lati p. es, e o sul suo prolungamento, possono avvenire 
soltanto le tre disposizioni delle figure seguenti: 




■( = T [ ^=0 [ Y = 0. 

Per i particolari valori degli angoli da una qualunque delle for- 
molo (17) si ricava il valore particolare del segmento fisso 

g = c sen x^c sen p, 
mentre dalle prime due delle formule (16) ai ricava q=iaenX-\-a senY 
da cui l'eguaglianza : e sen a. = h sen X -|- « sen Y, che è vera se' si con- 
sidera anche la proiezione della spezzata ABC sopra una retta per- 
pendicolare alla trasversale CP. 

Per il caso particolare esaminato, le formule generali (16) diventano 
, sen X ì 



=*x? 



e quindi si ottcngoi 



^ sen a 




y="^^ 


. 


ab . sen C 
^ ~ F . son a 




r>no le relazioni 




, , isonX 
sen* 








fft sen C = r . ^ sen a 




oisonX 


senV 



(19) 



(20) 



le quali sono identiche alle (8), (9) e (10), che riproducono la formula (111 



t sen ^ cos y 
\ sen Y cos a 
f sen a cos p 

guente importante ; 

allineati sono eguai 

comune in quel pi i 

ante segmento, di> 

na di punti allinea I 

delle nostre foni 

ntorno del trian \ 

P cammini nel s< \ 
senso inverso. ( ' 
ato CA ed infini 
osizione sul lato 




P col vertic 
ti eguagliai 



-A) 
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h) ìtimolre fiw la risohtlton, en nombrea eompUxt», de l'équallott A"+B''+C''=0 
par G. Lamé |lb. id.) 

cj Démon^irtìion gfnéralt dii ikiorime de Frrmat sia- V ÌhiiìomÌIiìIìi^, ennoiubre» 
enliers, de l'égtiation x' + t/" = z° pur G. Lahé. (Vedi * Comptes tendiiB liebdo- 
tnadaires de néances de l'Acndémie d^s sciences „ Tome XXXIV, 1S4T). 

d) Noie sur un snjel de la dfmonalralìon rfn théorìmt de Fermai, par LiiriS. 
(Ih. Id.) 

e) Seconde mimoire sur le dernier théorime de Fermai par G. Lamé. (Ib. Id.) 

f) Troiaiime mémoire sur le dernier théorime de Ftrmal, par G. Lamé. (III. Id.) 

g) Exirait d'une lettre de M. Knmmer à IH. Lioiiville. (Vedi ' Journal do Lion- 
ville ., Tome XII, année 1847). 

h) Sur le nombreg eomplexen, qìii 'ont formés aveo Ics ninibres eniiers rhl» et 
le» ratineg de Vunili (in latino par M. KnitMBK) (Ib. Id.) 

i) Bimarqne» à l'occasion d'une commiinìeation de M. Lamé mir un Ihéorènie 
de Fermat por M. Lioutille. (Vodì 'Comptes rondua „ Tome XXXIV, 1847). 

l) Noie sur quelgues propriétés de facleura eomplexes par B. Cauchf, (Ib. Id.) 

m) Théorie de» nombre». Mémoire anr de nouvellee formuiee relative à la théorie 
dea polynàmea radicaux, et sur le dernier théorime de Fermat par M. A. Cauchy. 
(Vedi * Comptea rendus Tome 24, année 1847). 

2. Il Lamé avendo veduto che impiegando solo i. numeri reali non gli era 
Btato possibile di poter dimostrnre il teorema dì Fermat, che nel caso particolare 
di n^=7,(*) per pervenire alla dimostrazione del caao generale peitaò di ricorrere 
ai numeri complessi; ma tosto il Liouville (Vedi i)] ed egli stesso si avvidero, 
che anche questi nuovi mezii erano insufficienti, poiché il teorema en cui si fondava 
la dimostrazione del Lamé cioè ' che un numero complesso composto non può 
scomporsi in fattori primi, che in un sol modo, , come osservava il Kummer nella 
sua lettera g), diretta al Liouville, non ha luogo generalmente. Sicché come era 
da aspettarsi riuscirono vani anche gli sforzi, cho il Lamé fece coi suoi ultimi 
lavori d), e), f) per puntellare l'edifizio, che egli aveva fabbricato su basi non solide. 

3. 11 celebre Cauchy, allorché il Lamé lesse all'Accademia di Francia la sua 
memoria e), prese la parola per ricordare ' che egli aveva in una seduta prece- 
dente (19 ottobre 1846) presentato Hir.\ccndemia stessa una memoria, nella quale 
faceva conoscere un metodo o delle formule, che in parte riguardavano la teoria 
dei numeri e cho gli sembravano poter condurrò alla dimostrazione dell'ultimo 
teorema dì Fermat; ma occupato in altri lavori, egli non aveva avuto il tempo 
di asaicnrarsi, che una tale congettura fosso fondata,. 

Che il Cauchy in seguito si fosse occupata della memoria e) del Lam^, ne 
abbiamo la prova nella nota 1), in cui egli fa vedere, cho i principii stabiliti dal 
Lamé, nelle sue memorie sopra citate, su certi fattori complessi, si possono otte- 
nere in un modo assai semplice. 

E d'uopo osservare che il Cauchy non dubitò mai della validità e della esat- 
tezza delle dimostrazioni date dal Lamé tanto, che colla sua lunga memoria l) 
pare che abbia voluto in certo qual modo rafforzare e direi quasi ribadire queste 
dimostrazioni; onde egli cadde negli stossi errori, in cui era caduto precedente- 
mente il Lamé. Però in chi abbia presento l'attività febbrile del celebre annalista 
francese e quell'intorno di tempo, cho va dai 1840 al IH.W, in cui l'Accademia 
delle scienze di Francia aveva (issato per argomento del suo * granii prix , l'ultimo 

(■I T«<li ■ ComplM rtnda^.... . Tomo IX. 183, 
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•>oT» Trovare l'inviluppo delle pa 
una parabola fissa, e per direttrici le ta 

Risoluzione del sig. E. N. Barlsien. 
Sia y* — 2px = Tequazione della pi 

a questa parabola, che faccia Tangolo <p 

(1) arsen*^— y.sen cp.cd 

Sì avrà l'equazione della parabola, ci 
fuoco il fuoco della parabola fissa, edpri 
quella tangente e dal fuoco sono eguali. 

X sen' 9 — y sen 9 . cos 9 + ^ •: 

(2) 

sen cp 

Ponendo V (a? -- ^) + y* = R, qnesl 

(3) (a? — l^j sen cp — y ( 
La derivata di questa equazione ris] 

(4) \x — |-j cos 9 + i 

Resta da eliminare 9 fra le (3) e (4 
a quadrato le equazioni (3) e (4) e somm : 
ottenute, si ha 

(*-|)'+y* = R' 

da cui 

(5) sen^qf 
Dalle (3) e (4) si ha, eliminando y, 

X — ^ = R sen q 
0, in funzione di sen 9, 

\x — ^ j sen* 9 — R sen' 9 

Sostituendo in questa equazione a s 1 

(") sen* 9 : 

Eguagliando i due valori di sen^9 i 
mente, che il luogo richiesto è la cubi 1 



■«P[(x-f)% : 

27py» = 4f«+^ 
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565. Se 



sono le equazioni di due coniche di un piano, il luogo dei centri di 
tutte le coniche del fascio a cui queste appartengono è in generale 
una conica che ha per equazione 

ììx ' òìf òx ' òy 
Dedun'e da ciò che la condizione necessaria e sufficiente affirìcliè 
le polari di un punto P, rispetto a tutto le coniche di un fascio 3>, 
siano parallele, è che P sia centro di una delle coniche di O. 
G. Cakdoso-Laynes. 
566. Dimostrare che la quartica rappresentata in coordinate po- 
lari dall'equazione 



ha l'area compresa fra essa ed i suoi asintoti finita ed equivalente 
all'area della buccola della curva. 

567. Si considerino due circoli di cui i centri sono fìssi, e la somma 
dei raggi resta costante. Ual centro di ciascuna circonferenza éi con- 
ducano due tangenti all'altra. Il luogo dei punti d'incontro di queste 
quattro tangenti colle due circonferenze si compone di un circolo e 
di quattro conchìglie di Pascal. 

56B. Sono date due rette ./', y perpendicolari ed una terza s, con- 
correnti in un punto 0. Si trovi l'inviluppo degli assi delle ellissi 
che hanno un fuoco sopia ::, sono tangenti ad :r e ad ^ ed hanno 
l'asse minore eguale ad una lunghezza data. 

569. Siano A, A' e B, B' i vertici di un ellisse, ed M un punto qua- 
lunque di essa. Le perpendicolari condotte ad MA, MA', Mlì, MB' nei 
loro punti di mezzo incontrino la normale in M nei punti C, C, D, D'. 
Dimostrare che CD^C'D', e che il luogo del punto di mezzo CC è 
ima ellisse. E. N. Barisien. 
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La toorU delto funzioni di vnriabila complessa può svolgersi soconilo due punti 
di vista; l'uno, che si potrebbe dir fisico, di Cauchy-Kieinaiiu; l'altro, aritmetico, 
del Weìeretraas. Queste lezioni del prof. Bianchi, che riproducono cou molto e uo- 
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> più generalo Ai 3° o 4" grado 

(problema d'in versi odo); I» distinzione in tre specie, secondo Weieretrass, degli 
integrali ellittici normali, la riduzione a questi del più generale integrale ellìttico. 

I tre capitoli cbe seguono sono dedicati in ina«s[ma parte alle funzioni di 
Jacobi snv, cnc, dnr, ed nlle serie d. Ìm etudio della Tiinziuiii periodiche, lo quali, 
considerate come funzioni del rapporto o dei periodi appartengono ad un sotto- 
gruppo del gruppo modulare, la classilicaziouo in fptcie (secondo Klein) di quelle 
L'Ile appartengono a determinati sottogruppi congruonziali del gruppo stesso, con- 
duce l'A. allo tre funzioni a pari (funzioni periodiche di 3* categoria e di 2* specie), 
alle loro proprietà principali, alle loro trasformazioni per le sostituzioni del gruppo 
modulare. Dalle a si banno poi lo funzioni di Jacobi e le loro proprietà caratteri- 
stiche (formole di addizione, trasformazioni del 1° ordine, trasformazione compie' 
montare, il quadrato k* del modulo dì Lcgendre {:ome funzione modulare etc.) Dì 
grande importanza per le Bpplicazioiii sono i due capitoti seguenti, sulle proprietà 
della pii ad invarianti reali, delle funzioni di Jacobi, quando il modula k è compreso 
tra od 1, sugli sviluppi in prodotti iufinìtì ed in serie trigonometriche delle fun- 
zioni a, sullo serio S^ di Jacobi. 

Alla trasformazione delle funzioni ollilticlie, alle funzioni ed alle equazioni 
modulari sono dedicati i Capitoli dal XV al XVII, ammirevoli por eleganza e chia- 
rezza. Partendo dal problema generale della traeform azione della f;u, (della ricorca 
cioè delle funzioni pii, con diversi periodi, che aono legate danna relazione alge- 
brica) che subito si riduce al problema più semplice dello trasformazioni razionali, 
da poche e chiare idee generali l'A. deduce le principali proprietà delie funzioni 
ed equazioni modulari, il teorema di diramazione di Klein, i risultati dì Herniito 
relativi alle primo equazioDÌ modulari trovate, la risoluzione d eli 'equazio uè gene- 
rale dì quinto grado, riducendola al problema della divisione per cinque dall'argo- 
mento della funzione modulare di Hermite Ep(i) ^ ^k. 

Gli ultimi due capitoli dell'opera trattano delle funzioni ellittiche a moltipli- 
caKÌoue complessa. Rilevato il legame di queste speciali funzioni ellittiche colla 
teoria delle forme binarie quadratiche a determinante negativo, l'A. dà le formule 
effettive di moltiplicazione complessa; dimostra, per queste speciali funzioni ellit- 
tiche, la risolubilità per radicati delta relativa equazione per la divisione dei periodi, 
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1el " lopritmoseiio " e del " logaMangiiiitii " 

ÌEGLI ARCHI PICCOLI 

'Continuazione, vedi foMc. precedmte). 
ento è basato sull'aver preso per limite superiore 

ri' 

8 sen' x^ ' 

limite da doì indicato, e che è uguale al precedente 
vede che basterebbe usare una tavola 

' da 0° 25' a 4" 06' 1 

» 4° 06' > 25" 23' pern =: 7 

> 25»' 23' > 45" I 

da 0° 03' a 0" 25' | 
. 0' 25' > 2° 28' [ per M = 5. 
. 2° 28' . 45" ) 

Metodo. — Questo metodo consiste nel 



V e (27) logtan x = log x , 

.ggio dalla misura in gradi alla misura 
eralmen 
3l numi 
n, oss 
I obiai 
UXK) di 
■.Ilm. 



■gE" 



|ua9 
ripi 
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§ 23. — Per una tavola a cinque cifre decimali il primo e 
il secoDdo metodo, opportunamente limitati, sono più che suffi- 
cienti per ottenere il logseno e il logtangente con un errore 
complessivo minore di 1,5. Per ciò basterà che sia ^x^l" fino 
ft 2" e Ax^=l' da 2" in poi e che si stabilisca di ricorrere al 
secondo metodo quando l' arco aia minore, p : es : di 5'. Infatti, 
colla solita seconda tabella del § 6 e coi limiti superiori trovati 
al § 21, si vede subito che in queste ipotesi tanto g, quanto ga' 
sono sempre minori di mezza unità. 

Per una tavola a sei cifre decimali si può dire altrettanto : 
basta che sia 4 3; ^= 1' fino a 1° (o a 2°) e A 3; = 10' (0 a 15') 
da 1° (o da 2") in poi, e stabilire di ricorrere al secondo metodo 
quando l'arco sia minore di 6' (quest'ultimo limite però non può 
essere sensibilmente alzato come nel caso precedente). 

Ma altrettanto non si può dire per una tavola a sette cifre 
decimali, perchè, supposto che essa cominci con àx ^V, e che 
l'errore complessivo debba essere minore di 1,5, il primo me- 
todo cessa di essere applicabile per x minore di 17' 21" (§ 16) 
e U secondo per x maggiore di 2' circa (e, p. es :, per a;, ì= 6' 
si avrebbe gu maggiore di 4,4 e g, maggiore di 4,1). 

Osservazione I. — La prima parte della tavola (in cui A a; = 1') 
può essere opportunamente estésa oltre i limiti indicati, per fa- 
cilitare ì calcoli necessari alla interpolazione. 

Osservazione IL — Osserviamo che per » = 5 raramente oc- 
corre r interpolazione nella ricerca di log x", e che quindi rara- 
mente il limite dell'errore complessivo sorpassa una unità. Ag- 
giungiamo di più che gli errori g, e ^'n , nelle ipotesi fatta per 
n = 5, sono molto minori di una mezza unità, perchè pei A a; ^ 1' 
a partire da 5' e per Aa:^l' a partire da 2° l'errore (7, è mi- 
nore di 0,06 e di 0,38 rispettivamente : e applicando il secondo 
metodo per x minore di 5' l'errore g^j' è minore di 0,05. 

§ 24. — Terzo metodo. — Questo metodo, dovuto all' astro- 
nomo Maskblyne (') consiste nel supporre 



(43) log sen x = log + — log cos x , 



(44) log tan x = log — ^ log cos X , 



(<) Vegguli SlUEl 0- •>■) P*S- S 
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§ 25. — Si verifica facilmente che, supposto n = 7 , per x 
eguale a 2 ' 44' g„^ è ancora minore di 0,5 e che per x eguale 
a 2° 45' comincia a essere maggiore di 0,5 : ma, supposto A aj ^ 10' 
per X eguale a 2" 45' è maggiore di 0,5 anche g^ , dunque 
questo terzo metodo, nelle ipotesi indicate, non può sostituire gli 
altri due e sempre occorre una parte della tavola con A a: ^ 1' . 

Supposto invece n^Q e Aa; = 10'', n = 6 e ia; = 16' , 
n = 5 e Ax^l', la tavola si può usare fino a x eguale a 65', 
& 1° 22' 30" e a 1° 45' rispettivamente, e quindi il metodo in di- 
scorso potrebbe completamente sostituire i due precedenti. 

Siccome però per applicare queste metedo bisognerebbe ri- 
correr sempre a due tavole e potrebbero anche esser necessarie 
due interpolazioni, ci pare che esso non sia preferibile ai due 
precedenti (limitati come s' è detto) per n = 6 ed « = 6, né a 
quello che vedremo {§ 39) per n = 7 . 

Senza notare che a j,„ si aggiungono gli altri due errori che 
si possono commettere calcolando, colla interpolazione ordinaria, 

Ioga;' e -^ logcos x (la somma di questi due errori però non su- 
pera 0,00671), e che ad l si aggiunge il corrispondente errore 
che si commette nel calcolo di -^ logcos x e che (supponendo 
anche qui di trascurare le cifre successive alla n™" non nei cal- 
coli di log x" 6 ^ ~ log cos X , ma solo nel risultate finale), ha 
per limite 0,1666.... 

§ 26. — Questo metodo, quando sia n ^ 7 , è proposto dal Riu>t 
per X minore di 2° 44' ; ma si verifica facilmente che per questo valore 
di X tfiTi è maggiore di 0,496, quiadi, tenendo conto di quanto abbiamo 
'detto alla fine del § prec, questo limite è un po' troppo alto. Lo stesso 
autore lo propone, quando sia w ^ 6 , per x minore di 8° 32' e questo 
limite ò sufficientemente basso. 

Supposto ancora n ^ 7 , esso è proposto anche nelle tavole dello 
CuMBERS per X minore di 2" ; ma, come già si osservò al § 8, questo 
limite è molto basso e, anche spingendo l'uso del metodo in discorso 
fino a 2" 44' , sarebbe poi sempre necessario ricorrere a un altro metodo 
fino a 13* drca. 

Anche il ToDHDima lo propone, ma non dice fino a quale valore di x 
si possa adottare, nò indica un lìioite superiore dell'errore che si com- 
mette. 

E ricorderemo, finalmente, I'Hàmmkb, il quale fa questo ragionamento. 
I Si ha approssimativamente 

(49) Ben 3; = a! ~ ossia sena;=:.3:|l — ——\ , 

e ma, pare approssimativamente, 
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^~^(l + {2* — 2)10* — (2»' — l)(l+66.10^'p-''j] — ... 

pji'P l } ■ 

dalle quali risalta che gty e ^'iv sono ambedue negativi e che 
(essendo p non minore di 2) ambedue crescono, in valore asso- 
luto, al crescere di x . 

Osservazione. — È facile vedere che \g\\\ è sempre maggiore 
di Iffivl ; infatti per ciò basterà che sia 

lO'p — 1 — 66 . 10»* - ■> > 33 . IC"'- 'J , 



e questa, per p non minore di 2, è evidente. Volendo quindi che 
uno stesso limite di x valga tanto per logseno quanto per 
logtangente, ba.sterà considerare f/'iv soltanto. 

§ 28. — Si verifica facilmente che, supposto n = 7 , per x 
eguale a 16' \g'iv\ è ancora minore di 0,5 e che per x eguale a 
17' comincia ad essere maggiore di 0,ò, (cresce poi rapidamente 
tanto da essere maggiore di 5, di 52, di 92, di 1527, di 5660,..., 
per X rispettivamente eguale a 7', a 52', a 1°, a 2", a 2" 45',.-.); 
ma, se A a; = 1" , per x, eguale a 17' 21' è maggiore di 0,5 anche 
g^ , dunque nessuno dei metodi trovati fin qui è sufficiente. 

Anche se «^Ged « = 5 il metodo in discorso, da solo, non 
è sufficiente, perchè (come si è osservato or ora) per x maggiore 
di 52' e di 17', rispettivamente, sì ha l^ivl maggiore di 0,5; 
ma siccome per x minore di 51' e di 16', rispettivamente, si ha 
\g'ì\\ minore di 0,5, si vede che sarebbe invece sufl^iciente il me- 
todo stesso associato al primo (quando cioè si avesse una parte 
della tavola con àx^ 1"). 

Però anche l'applicazione di questo metodo è alquanto labo- 
riosa (sia pur la tavola a divisione centesimale), e ci pare di' 
poter ripetere, con molto maggior ragione, che (per » ^ 5 ed 
n = 6) è preferibile ricorrere ai primi due. 

Senza notare che a ^iv e a g'i\ si possono aggiungere due 
altri errori : quelli che si commettono calcolando colla interpo- 
lazione ordinaria logsen 10 x (o logtan 10 x) e 0,33 logcos x 
(o 0,66 log cos a;) ; e che ad l si aggiunge il corrispondente errore 
che si commette nel calcolo di 0,B3 logcos a: {o di 0,66 logcos x), ■ 
e che (sempre supponendo di trascurare le cifre successive alla 

n=7 solo nel risultato finale) ha per hmite 0,1666 (o 

0,3333....). 
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ed anche 

(60) (ga-UaDM , ^ (g.. + U.|)M 

^^ s6ii(3:,'+A3:)+^j+ 1^,1 ^l»^l^ sena;, — Uj ' 

Si noti che, supposto f, positivo, si ha 

« + ffì + Uà I = * + STs + ^3 = sen a; , 
per cai, dalla (59), sarà certamente 

(a, + L) M 

ma per x tendente a zero tende a zero anche g^ , quindi per x 
molto piccolo (essendo il limite superiore di L una unità dell'ul- 
timo ordine) g'' può essere molto vicino ad M . 

A questo errore poi si aggiunge il solito errore l (§ 3), che 
si commette nella ricerca di log s . 

E ad analoghi risultati si arriva se si applica il procedimento 
indicato alla ricerca di logtan x . 

Oss&rvaeUme. — Ci pare notevole il fatto che, se non si tiene 
conto di 2, e si suppone x = x^~\ — g- , l'errore ^v dipende solo 
da A re e non da x^ . Infatti in questo caso si ha 

'"'2' 



w, + -^ [sen (x, + A ») ^- sen a:,] = sen ^a;, + —^\ ■ 



ì quindi 



gv = log sen (a;, + — ) — log #= — log eoa — . 



§ 31. — Ii'HoniL propone questo metodo per ì primi tre gradi, e 
perciò, in principio della tavola che dà i logaritmi delle funziooi trigo- 
nometriche di 1 in 1' e a cinque cifre decimaU, af^gtunge due colomifl 
coi valori naturali di seno e di tangente a fei cifre decimali; dei valori 
ricavati da queste colonne si devono poi pigliare i logaritmi dalla tavola, 
a cinque cifre decimali, dei logaritmi dei numeri. ÀppUchi&mo, per esempio, 
il metodo In discorso alla ricerca di togsen 3' 30". Dalle colonne indicate, 
mediante la interpolazione ordmaria, si ha 

s = 0,001019 ; 
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(cioè lina unità dell' ultimo ordine, § 3), dalla (60) risulta che 



per 
> 



3' 26" < aj < 12' 00" si ha 
0'20"<a:< 3' 26" » » 
0'02"<x< 0'20" » » 



4,31<|(7H<4,37 
4,60<l(7v <4,25 



-,50<l5r 

2 , 98 < 1^ 



'V 



<4,25 
<4,50. 



A questo errore si aggiunge poi, come s' è detto, il solito errore l nel 
calcolo di log*, quindi, per quanto l'errore complessivo che si può com- 
mettere usando la tavola ora accennata e quella dei logaritmi dei numeri 
a dieci cifre decimali sia molto minore di quello che si può commettere 
colle tavole dell' Houel, ci pare che il metodo in questione (anche pre- 
scindendo dal fatto che per applicarlo bisogna ricorrere a due tavole) 
non sia consigliabile neppure quando si usino le grandi tavole del Vbqa. (^) 

Osservazione L — Il Vega consiglia di eseguire il calcolo delle parti 
proporzionali colla moltiplicazione abbreviata (per multiplicationem con- 
tractam^ — mittelst ahgekurzten Multiplikaiion, — Introduzione, p. XXTT) ; 
quindi agli errori qui indicati si aggiunge un altro errore ancora: di 
questo nuovo errore noi stessi demmo già un limite sureriore. {*) 

Osservazione IL — Volendo, colle tavole del Veoa, il logaritmo tan- 
gente di un arco minore di 12', basta togliere il logcoseno dal logseno ; 
cosi però il limite superiore dell' errore complessivo aumenta, e quindi 
le conclusioni precedenti sono vere a maggior ragione. 

§ 32. — Sesto metodo. — Questo metodo consiste nel sup- 
porre che il rapporto fra due archi piccoli sia eguale al rap- 
porto dei loro seni e al rapporto delle loro tangenti, ossia nel 
supporre che per tali archi si abbia 

/CON sen (x, -f 5x) x^ + Òx tan (x^ + ^x) re, + S a? 

(bz) = e (od) — 



seno; 



1 



X, 



tan iCi 



X, 



Indicando con gyj e con ^r'vi gli errori portati in logseno e 
in logtangente dalle precedenti ipotesi, sarà 

(64) gyi = [ìogsen{x^-\-ox) — log (a?, + ^^)] — [logsena?i — logici i 
e 

(65) 5r'vi = [logtan(a;, + 8a;) — log(a?, +5a;)] — [logtana?, — loga:J 



(*) Il quinto metodo è proposto anche dal Prof. Gallo [LeMùmi di Trigonomdria r€ttilm«a 
pag. 157. — Ed. Castaldi, Avena 1892)]; il quale però non dice preoieamente entro qual 
limiti si debba applicare e fa, iuTeoe, la seguente osservasione. 

< Sebbene per i due esempi 3 e 6 si è usato lo stesso modo di interpolazione ohe per 
« gli altri esempì, pure cessa di essere applicato trattandosi di angoli verso l'estremità del 
« quadrante, o di linee trigonometriche 1 cai logaritmi diventano piccolissimi o grandissimi >. 

Oli esempi Se 6 consistono nella ricerca di logsen 16^ 34' 23", 6 e di logcoseo 76^ 46' 24", 8, 
ai quali (supposto A;b = 1' ed »=6) l'A. ha applicato il solito principio delle parti propor- 
zionali; ma i due logaritmi precedenti sono eguali rispetti vameni e a — > log sen 74<> 26' 36", 4 
ea — log sen 76<> 46' 24", 8 e l'errore di interpolazione cala al crescere di «i (§ 6), quindi il 
principio stesso non dovrebbe ritenersi applicabile quando x sia minore di. 76^ 46' 24", 8 : 1' A. 
ttoBso in altri esempi non è di questo parere. (Accanto ai risultati finali dei due esempi ao- 
{^onatl, come accanto a un altro che consiste nella ricerca di logcotg27^13'66", 4, si trova 
gegD^to (_ 10), ma certo, solo per errore di stampa). 

(') Veggasl il § 13 della nostra Appendice, più volte citata. 
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„ , „ sen 2 X 

3 4- COB 2 ^ < 4 



e questo si vede facilmente sviluppando anche qui (§ 20) cos 2 x 
e sen 2 a; in serie Mac-Laubin opportunamente arrestate. 



§ 33. — n Sbkbbt (I. e. pag. 75), seguendo in ciò completamente il 
CiLLBT (1. e, Expiicatim, pag. 36), il quale, con n = 7 , pone A x =: 10", 
ma dà una tavola separata con i x = 1" fino a B* , insegna l' ordinario 
metodo di interpolazione per A a; ^=10", e dimostra che l' applicazione di 
questi^ metodo non porta errori maggiori di una unità del settimo or- 
dine, quando x sia maggiore di 5" (col ragionamento che riportammo al 
§ 8); e quando poi sia x minore di 5" e contenga delle frazioni di se- 
condi dice che V ordinario metodo di interpolazione non conduce più a 
ana approssimazione eufficiente e che bisogna usare ìl metodo del § prec 
(servendosi per ciò della tavola con Aa!=l"). 

Ora per x, t=: 42' dalla (70), essendo n ^ 7 , si ha 

|?vil>0,0857, 

mentre che dalla (9), supposto A^;^!*' si ha 

ff, < , 0865 , 

dunque usando il metodo indicato dal SsaaRT nella ricerca di logaeno, 
per X, -:= 42', si commette un errore maggiore di quello che si commette 
colla oi^inarìa interpolazione ; per x^ =: 3* 15' poi ai ha 

|i?vi|> 0,3980 

mentre che, anche supponendo A x = 10", si ha 

g,<0, 3973 , 

dunque per x, =: 3" 15' l' errore portato dal metodo suggerito dal Sbrbbt 
è maggiore di quello portato dalla ordinaria interpolazione, anche se, non 
avendo una tavola con 4x^1", si ricorre a una tavola con Ax=10". 
E tutto ciò è maggiormente vero se si tratta del logtangente, perchè 
dalla Oss. Il del § 4 e dalla Osa. del § 22 risulta 

fl', <9, e Iffvil <g'vi 

e quindi 

Si < S'vt 

Per esempio, se a^ = 34', dalla (71) si ha 

g'yi > , 1342 , 
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mentre che dalla (10) sì ha 

g\ < 0,1314. 

Il metodo in discorso non deve dunque, per n^^l , essere 
applicato fino a 5" : che da 42' per il logseno e da 34' per il 
logtangente è certamente preferibile ricorrere alla solita interpo- 
lazione semplice. 

Siccome poi esso è alquanto laborioso e richiede sempre l' uso 
dì due tavole diverse, delle quali quella dei logaritmi delle fun- 
zioni trigonometriche deve cominciare con i j" ^ 1", ci pare che 
per n = 7 non sia da preferirsi a quello del § 39 e che neanche 
per n = ò ed » = tì sia da preferirsi ai primi due opportunamente 
limitati (§ 23). 

Senza notare che a \gn\ e a g'yi si aggiunge l'errore che 
si può commettere nella ricerea di log (.r, -f- 8 J") coUJ-ordinaria 
interpolazione e che alP erroi-e l (avente per massimo 1) si ag- 
giungono i due errori (aventi per massimo, ciascuno, 0,6) da cui 
sono affetti log sen -r, e log -r, . 

Osservazione. — Fra i trattati, che, seguendo quello del Sbrekt, pro- 

Emgono il metodo precedente (sempre supponendo k ^ 7) ricorderemo il 
iLBALETTMEE (1. e. pag. 53) e I'André ('), il primo per a; minore di 5", il 
secondo per x minore di 2*'. — Anche il De Comberottsse (1. e. pag. G51) 
suggerisce questo metodo per x minore di 3", ma poi, nel volerne mo- 
strare l' applicazione a un esempio, segue invece, come vedremo, il me- 
todo del § 39. 

§ 34. — Settimo metodo. — Questo metodo consiste nel 
tener conto anche delle differenze seconde : per trovare quindi 
l'errore corrispondente, che indichei'emo in generale con ft, , do- 
vremo cominciare col tenere un procedimento analogo a quello 
tenuto nel § 2. 

La (1) è un caso particolare di una formula generale, alla 
quale si giunge considerando m valori, .r, , ,r, , .... -T^m , della varia- 
bile X , e supponendo che f (./■) abbia la derivata wi" finita e di- 
versa da zero; quella formula per »m = 2 si riduce alla (1) stessa 
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Intorno alla radice quadrata dì nn nnmero intero 

Nota di GIOVANNI FRATTINI 



S 

• • • • 



Indichi D un numero positivo, ed a un altro, minore di y D. ] 
una nota pubblicata in questo periodico osservai che, se si pone 

(a + VDr = Pn+QnVD, 

il rapporto -^ , al crescere di n, tende al limite \D. Inoltre, che del 
frazioni ^" 

Pi Pa R 

Qi' Qs' Q« 

quelle di posto dispari si avvicinano a | D crescendo, e le altre d( 
crescendo, al modo stesso delle ridotte della frazione continua ord • 
naria 

che rappresenta ] D. 

L'analogia tra il modo di convergere dei rapporti 

Pi P2 Ps 

Qi^ Qa' Q."" 
e delle ridotte 

Pi Pi Ps 

, , .... 
qi q2 qn 

della frazione continua corrispondente a V D, nii ha condotto a cor 

Pn . Pu 

frontare il rapporto >v- con la ridotta — ^ di egual posto, per veder i 

p Vfn qn 

se mai il rapporto ^y- non si approssimi al valor della radice piìi eh i 

la corrispondente ridotta — . Ho pertanto dimostrato il teorema ; 

qii 

Se D è un numero intero e a la sua radice a meno di un'unità^ il rap 
poHo >.— è più prossimo a V D che non la corrispondente ridotta - - • (^ ' 

Questo teorema è fecondo di applicazioni: basti qui Faccennar ! 
che, se a è la radice a meno di un'unità di un numero intero a'+ ; , 

le espressioni delle ridotte di Va" + r (finché questa quantità conservi , 
la sua forma algebrica generale) sarebbero complicatissime, e intri • 
cate, dalla seconda in poi, con funzioni di funzioni E, indicanti pari '. 



P n 

:*) Si suppone, naturalmente, che i rapporti — ^ e — siano differenti. Ove fossero eguali, si lu 
il easo pili sfavorevole; e allora i duo ruppoiti sono egualmente Ticini alia radice. 
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della divisione del l" termine del numeratore pel l" termine del de- 
nominatore, 

f4:2-\-19\ 1 . . 1 






, 2£+ll 

"^ "'"32 + 12 



= 4+ 



2 + 



3^ + 12 



22+ 11 

42 + 19 
Sostituendo di nuovo nel 2* membro — r—r- invece di z, si avrà 

2 -|-4 



mfìr*+ 



Z+4: 



2 + 



= 4 + 



242 + 105 



2 + 



1 



192+82 
Così continuando, si troverebbe 
'42+19\ . . 1 



1 + 



52 + 23 
192 + 82 



m\-^'+ 



A-i + 



1 



Ì.+ -. 



.+ 



A„+ 



02 + 3 



T2 + 3 

dove Al, kt... in, non che a, p, y, 8, sono numeri interi e positivi. E questo 
fatto importantissimo non solo avviene nel caso particolare qui con- 
siderato, ma altresì nel caso della potenza della sostituzione gene- 
rale i — , conforme ho potuto verificare mediante un calcolo al- 

gebrico che per brevità tralascio, ma che riporterò in altra occasione, 
tornando sull'interessante sviluppo della potenza ennesima della 

sostituzione — -j^ — ^^ frazione continua. Si ha pertanto: 
( az + D\ , 1 



Wa + 



W8+- . 



.+ 



Ajg + B 

^ + C^ + F 
con mi,wi2. . . t»n; A, B, C ed F, interi e positivi. 

Confrontando questa espressione di ( — ^^ — J con quella trovata al 
n. I si ottiene Tesuaslianza 



eguagl 



Qn5f + P„ 



= mi + 



Wa + 



1 



7Wa4-- . 



.+ 



, A^ + B' 



Dico ora che i numeri interi e positivi Wi, Wa . . . mn_non sono se 
non gli ordinari quozienti incompleti dello sviluppo di Vd in frazione 
continua. Considerando infatti il P membro dell'ultima eguaglianza, 
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tre forinole che collegano il rapporto ^ con le ridotte ~^ ' ^ ' 

frazione continua corrispondente a yD, mediante l'intervento di q i 
tro numeri interi e positivi A, B, C, P. Dette formole sono fecont 
notevoli conseguenze, tra lo quali non dedurrò se non quella ci i 
l'oggetto di questa nota. 

Dalla prima delle tre formole si scorge che la frazione fr è * 

presa tra le due ridotte consecutive -r^ e -^ . Si avrà dunque, 
n pari, 

Pd Pn 1^ 

E poiché per n pari ?r ^ ^ superano entrambe V D , è eh 
p 
che 7>- , cioè il minore dei due rapporti, sarà il più prossimo a ■ 

Alla stessa conclusione si giunge nell'ipotesi di n dispari. 



Questione da risolvere. - 
lappato in frazione continua ordinaria, ammette, come primi quozì i 
incompleti. t»tti quelli di — • 



Sl'LLJ DISTaifiUZIONE DEI TERIIIKI COSCUCI 

in alcune successioni di numeri interi positivi 



In una Nota pubblicata in questo Periodico (*) ho trattato di qu i 
successioni di numeri interi positivi V„ che per n~>Z sono defii 
dalla relazione 

v„=Av.-.+;v„-, 

dove h,l sono interi positivi diversi da zero comunque dati, ed i tert 
iniziali Vi Vi sono pure dati ad arbitrio. Tra esse ho considerato 
specialmente quella ottenuta attribuendo ai termini iniziali i valori 
rispettivamente; cioè quella definita dalle condizioni 

Pl^l, Vi^h, fn-=Aro-i+?ÌI„_) (»i'>3). 

Per questa successione (successione v) e nella ipotesi che i nun 
h, l siano primi tra loro, ho determinato, nella Nota citata, fui. 
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termini che sono multipli di un termine dato; in base a questa ricerca 
e ad altre proprietà ivi stabilite, mi propongo nella presente Nota 
di studiare, per la stessa successione v, la distribuzione dì quei ter- 
mini che, rispetto ad un termine fissato Vr , sono congrui con un altro 
termine pure dato comunque v^. 

Dovremo supporre sempre v > 1, ed anche v > 2 per quella classe 
di successioni in cui è Pi = A = 1 ; supporremo inoltre i numeri A, / 
primi tra loro. 

I. Sia Vr un termine qualunque della successione v, indicando 
con p un intero positivo qualunque, i termini v,^ , vwp+i) sono multi- 
pli di Vr , ed inoltre non cade tra essi, nella successione, alcun altro 
multiplo di V,. (•) Pertanto i v — 1 termini compresi tra Vrf, tvip+n 
dovranno dare un resto rispetto & Vy. 

Indichiamo con nvp+e i f "H-" » (p < " < v), due di quei termini, e 
cerchiamo se, e quando, danno il medesimo resto rispetto a v,. 

a) Supponiamo dapprima p > 1. Dalla relazione 

mutando n in p ed s in vp, sì deduce 

ed analogamente, 

Osservando che v,f è multiplo di Vv, si avrà, sottraendo, la con- 
gruenza 

friH-o — Pvp+e = VyyJri ii>„ — V e) ( mod. u ) ; 

e poiché il fattore va — v^ è, per le ipotesi, minore di Vr e diverso 
da 0, mentre l'altro fattore Cvp+i è primo con e,, perchè sono primi 
tra loro i loro indici, (***) cosi potremo concludere che Ìl secondo 
membro della precedente congruenza è non divisibile per w,; pertanto 
i due termini v,p+a, «.■p+e daranno, rispetto a e,, resti differenti. 

b) Sia ora p = 1 ; dalla relazione già stabilita 

W-p-H' = " " "'P+l 4- iOrt I!o-l , 

discende subito 

ti,p+, — Kvp+1 = Vyf+i (y „ — 1) + Ivrp c.-i , 
e quindi 

cvp f , — y^p+i = vyp+i (v„ — 1) { mod. e ). 

Onde potremo concludere come nel caso precedente, semprechè il 
secondo membro sia diverso da 0; ma il secondo membro è solamente 
quando è o = 2 ed ^^=1, (perchè allora è v^=Vi = h=^l), dunque 
se A = l, dei termini compresi tra v,p, rup+ij sono tra loro congrui 

soltanto Wp-j-i , Vyp+ì. Quindi: 
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I termini della successione v compresi tra due multipli consecutivi 
Vrp, v»(p4.i) del termine Vv, sono tra loro incongrui rispetto avv quando 
è h>l: se invece h = l, sono ancora incongrui i medesimi termini ad 
eccezione di VvH-i , Vrp-1-2 che sono sempre congrui rispetto a Vy. 

2. Sia ora Vf* un termine qualunque di v diverso da r^; se (x è 
multiplo di y anche Vfi è multiplo di Vv , in caso contrario la divisione 
di Vu per Vr dovrà dare un resto, (*) e possiamo allora dimostrare 
che esiste una successione di un numero infinito di termini, con in- 
dici in progressione aritmetica, che sono congrui con v^ rispetto a t?r. 
Premettiamo a tal fine che se n, 8 (n > 8) sono due interi qualunque, 
ha luogo la relazione: 

= lvs-.l + Vò^l , (**) ((I)) 

e poiché il secondo membro è intero, avremo la congruenza 

rn+<5 = — ( — ly vn-s (mod. Vu\ 

Ciò posto, indichiamo con X un intero indeterminato, e con x un 
altro intero pure indeterminato ma minore di v; se allora mutiamo n, 
8, che sono indipendenti, rispettivamente in vX, x si otterrà, 

VyjL^z = — ( — ly Vrx-r (mod. Vyx) ; 

cambiando in questa X, x rispettivamente in X — 1, v — x, sarà ancora 

Vyk^T = — (— l)"^^ Vy{k-2y\-T (mod. Vyx); 

e quindi, poiché Vyi è multiplo di Vy , 

VyX-^x ~ ( ly rv(;.— 2)+r ( mod. Vy ). 

Posto ora 

(jt==yp + r (r<v), e p = 2g + r (^'<2), 

si cambi nell'ultima congruenza x in r, e si diano poi a X successi- 
vamente i valori p, p — 2, p — 4, , p — 2, p — 2{q — 1) ; si dedur- 
ranno le q congruenze 

t^vp^-r = ( — ly t/V(p— 2)-|-r 
t?>'(p-2)-hr= ( — 0** ^»'(p-4)+r 



(mod. Vy). 



Ci'Cp— 2q-f2j-hi'= ( — ly t'»'(p— 2q)+r 

Moltiplicando membro a membro, e tenendo conto che è vp + ^* = |a 
e p — 2g = r , otterremo 

(1) Vu = {—iy'lVyr'-{-r (mod. tv), 



(•) L. e, § IL 

(••> Dicendo interi, intenderemo sempre interi positivi. 

(•••) L. e, § 8. 
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e moltiplicando soltanto le prime q — 1, si ha invece 

(2) p„ = C— iyi-^>'Cri,-+-ì)+r ( mod. V.) 
a) Supponiamo dapprima q pari; posto allora q = '2q' la (1) diviene 

ii,, = l^ii''cr-r+t (mod. r») 

quindi se r = 0, cioè se p^ iq' sarà 

(3) v,. = t^t'*v, (mod. rO, 
e se invece r = 1, cioè se p ^ 4^' + 1 sarà 

(4) r„^/-'5''Pv+r (mod. Vr). 
6J Se } è dispari, potremo porre 5=29'+ 1 e la (2) diviene 

i>^^^'''tvir'+2)-fr (mod. T ,); 

'ma è inoltre 

p = 2? + / = 49' + 2 + r- (r'<2). 

quindi se r' = 0, cioè se p^iq -\-2 sarà 

(5) p,, = Z^'' c-2H-r (mod. P,), 
e se r' ^ 1 cioè se p = 43' + 3 sarà 

{61 v,. = l'f'n,-^, (mod. f-). 

I risultati contenuti nelle formolo (3) (4) (5) (6) si poaeono racco- 
gliere nel seguente enunciato generale: 

Siano dati due termini v,. , v, , con [i non divisibile per v; se si pone 

[1 = vp + r con r < V , p = 4g' + p' con p' < 4 , 
sarà 

tv = ;-'f'ivH-r (mod. F, )■(*) 

3. Indicando con j: un intero indeterminato, consideriamo ora il 
termine Vy, essendo ij definito dall'uguaglianza 

y = [i + 4vj'. 

Avendosi, come abbiamo già detto, 

|i = vp + r con »■ < V , p = 4g' + ?' con p' < 4 
sarà anche 

y = vip+i.r) + r , p + 4.r = 4(9' + j-) + p' 

e quindi applicando l'ultimo teorema alle due coppie (v,, , Vy), (i-, , Tr), 
avremo le congruenze: 
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Deriva di qui che affinchè sussi 
è necessario e sufficiente che sia 

ed è sufficiente, che si abbia 

ed anche 

Ma essendo l, e quindi anche i 
gruenza, ossia 

ammette infinite soluzioni, contenut 
minima. Pertanto detta e tale solu2 
mula x=m dove n è un intero qu 
di 0? è 

così potremo concludere che per n = 

Se inoltre poniamo 

p. = 4ve.Q + R 

sarà anche, per qualunque valore 

Vr = Vr 

ed in particolare per n = Q, 

Pertanto resta dimostrato il sei 

Siano \fi , Vy due termini qualunq 

è la soluzione minima della congruei 

ed R il resto della divisione di [i p(^ 
mitata 

(ove gli indici formano una progret 
sono congrui con V/* rispetto a Yv . 



(*) L. e. % IJ, Jemuia io. 
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abbiamo trovato al § 2 che è 

Va = ( — ly^ t;yr-+r ( mod. Vv ), 

e quindi se v è pari sì avj^à 

(7) Vf4. = Z»'*i Vyf^r ( mod. Vv ). 

Ciò premesso pongasi y = |i + 2vx ove a? è un intero indetermi- 
nato; sarà anche 

y = V (p + 2ar) + r p -{- 2x = 2 (q -\- x) -j- r 

e perciò, a causa della (7), 

Vy =. Z<<i+«) i?vr'4-r ( mod. 1?!. ). 

Determiniamo x in modo che si abbia la congruenza 

Vj = Vfi ( mod. Vv ) ; 

a tal fine si deve avere 

Z^q Vvr'+r= Z''(<i+*^ t;rr'+r ( mod. t?v ), 

ed (analogamente a quanto dicemmo al § 3) è sufficiente che x sod- 
disfi la congruenza 

(Z" )* = 1 ( mod. Vv ) 

che, per essere ^ primo con tv , ammette infinite soluzioni contenute 
tutte nella formula x = nei, essendo ei la soluzione minima ed n un 
intero qualunque. Si conclude dunque che sarà per qualunque w, 

Vfi=Vfi'{-2vei.n ( mod. Vv). 

Se inoltre chiamiamo D il resto della divisione di |i per 2ve sarà 
anche, rispetto al modulo Vv , 

Vd = I^Di-2yei . n , 

^d in particolare 

Possiamo dunque enunciare il seguente teorema: 
Siano Yfi , Vr due termini qualunque con |i non divisìbile per v, e sia v 
un numero pari; se ei è la soluzione minima della congruenza 

{V" Y = \ (mod. Vv\ 

B D H ^esto della divisione di \i per 2vei, i termini della successione 

Vd j VD+2yei , . . , ,Vfi j V^-\-2vei > * • • 5 ^f*-\'2vei.H , . • . » (S) 

ooe ^Zs indici formano una progressione aritmetica di differenza 2y6i) 
^'lo <^0:9^grui con v^a rispetto a Vv . 
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ne segue, per qualunque valore di n, 

4ve.n = 2ve,{Y»i) 
e quindi 

Poiché il primo membro è un termine qualunque della succes- 
sione (S), mentre il secondo è uno speciale di (Si), (perchè dipen- 
dente da y) così potremo affermare che tutti i termini di (S) cadono 
in (Si); ma questa contiene inoltre tutti i termini della forma 



nei quali m non è multiplo di y. Kel solo caso di y "= ^ 1^ due succes- 
sioni coincidono. Ora si può vedere che ciò avvime soltanto quando ti 
è pari. Infatti in questa ipotesi la congruenza 

(1')"=! (mod. w,) 

assume la forma 

{P')^=l (mod. tv); 

e quindi -^ è una soluzione della congruenza 

(_P')^ = 1 (mod. r,); 

ma coincide colla soluzione minima e, perchè se fosse e < -^ non 

sarebbe 2s multiplo di ei come è necessario. Avremo dunque per ei 
pari, 2e = Ei, onde f^l, e le due successioni (S) (S|) coincidono. 
Se poi Si è dispari, l'uguaglianza 2e = £iY prova che è y > li quindi 
la (S) è contenuta nella (Si). Ciò prova quanto abbiamo asserito. 

Osservazione. — Da quanto abbiamo ora stabilito, risulta che 
quando y è pari il teorema del § 3 è contenuto in quello del § 5; 
onde basterà dire che rispetto a Vr , sono congrui con «,. i termini 
della successione (S) quando v è dispari, e quelli di (Si) quando v è 
pari. 

8, Alcune altre proprietà stabilite in questo paragrafo, vengono 
applicate nel seguito ad una classe speciale di successioni, dedotte 
dalla V, per la determinazione del resto nella divisione di due loro 
termini qualunque. Abbiamo visto al § 2 che, essendo v,, , Vr termini 
qualunque e 

ji 1= vp 4~ '' con r < V , p^2q-\-r' con r' < 2, 
si ha 

(9) V^~{—l)1'V,r'+r (mod. Vr). 
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e se 8Ì pone q=^2q^ si avrà anche 

p = 2g + r = 4g + ^ 
P. Se r =0 cioè se p = ^q si de 

2«. Se r = 1 cioè se p = 4g + 1 « 

ma, come abbiamo visto, si ha per <; 

quindi se r è pari sarà (sempre risp<: 

e se r è dispari si avrà invece 

iy Supponiamo ora q dispari; di 
ipotesi, si deduce 



inoltre se si pone 3 = 23' + !, sarà i 

p = 2q-\'r' = 4i 
3«. Se r' = 0, cioè se p = iq' + 2 \ 

49. Se r' = 1, cioè se p = 4q + 3, 

v^ = — Z(2q'4 
e poiché, come abbiamo già osserva , 

Vy^r = — (— 

si dedurrà 

quindi se r è pari sarà 

Vfi = Z(2q'+i)v 

e se r è dispari si troverà 
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Riassumendo possiamo enunciare il seguente teorema: 
Se V è un numero dispari e v„ , v,. <Ìue termini di v, pogto ji ^ vp -|- r 
con r < V, si avrà rispetto al modulo Vy : 

1*. V,, = /-i ' Fr quando è p = 4g' 

2». / tv, = ;*«'H-r(D, — r,-r) , , p = iq+l ed r pari 

\ f,i = /^i''+''K,-r , , p = 4?' + 1 ed j- dispari 

„ = ;'aq'+"'+r vy-r , , p = 4}' + 3 ed r pari 

„ = ifiq+ii'+r(„,_p,_^) ^ ^ 2) = 4g'-|-3 ed r dispari. 



"■{ 



(Continua) Alberto Taoiuri. 



SUL RESTO DELLA DIVISIONE ALGEBRICA 



Nell'ultimo numero del Supplemento è detto che le considerazioni 
con cui i recenti trattati d'Algebra mettono al coperto dalle critiche, 
che le erano state mosse, la ordinaria dimostrazione del teorema sul 
resto della divisione d'un polinomio intero per x — a non hanno con- 
tribuito a conservare ad essa il grado di semplicità, che la distingueva; 
peraltro, volendo, se ne potrebbe conservare tutta la semplicità senza 
venir meno al rigore : basterebbe infatti osservare che, per la regola 
della divisione algebrica, il resto è precisamente la differenza tra il 
dividendo ed il prodotto del divisore pel quoziente perchè, per l'ac- 
cennata regola, si giunge al resto sottraendo successivamente dal 
dividendo il prodotto del divisore pei varii termini del quoziente, per 
cui, se A, B, Q. H, sono dividendo, divisore, quoziente e resto d'una 
divisione algebrica, la relazione A — BQ = R risulta stabilita me- 
diante diretta sottrazione del prodotto BQ da A, indipendentemente 
quindi dal concetto di divisione e, per ci&, sussiste anche pei valori 
delle lettere pei quali B = 0. In questo modo, senza introdurre com- 
plicazioni, resta dimostrato che dividendo e resto sono uguali pei 
valori delle lettere pei quali è nullo il divisore od il quoziente, osser- 
vazione generale questa, che dà, come caso particolarissimo, il resto 
della divisione d'un polinomio intero per x — a. E si può aggiungere 
che viceversa, se per speciali valori delle lettere sono uguali dividendo 
e resto, per quei valori è nullo od il divisore od il quoziente. Le con- 
siderazioni che si fanno comunemente, e che io ebbi già occasione di 
suggerire nel Periodico (ISitO, pag. l.J7-iri8) sono tuttavia necessarie 
lier dar rigore al calcolo letterale, per assicurare, p. es„ che due po- 
linomii interi, per esser uguali per valori qualsiansi delle lettere, 
debbono essere identicamente uguali, per generalizzare delle formule 
come anch'io ebbi occasione di fare, p. es., nella J^ivixta di Matematica 
(ISm, pag. 148, ultime lìnee). 
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E poiché sono in argomento voglie 

del resto della divisione d*un polinoni : 

non vidi mai rilevata, quantunque der \ 
molto note. 

Sia f{x) un polinomio intero ed a i 

minore di m e Q{x) ed B(x) siano qu : 

di f{x) per {x — ai){x — 02)... (x — a, I 

f{x) = {x — «i) (.r — Gì) , ..{: 

da cui segue che, se A; è uno dei nur i 
Si ha quindi che 

R(x) ar~-* 0?"-* . . . 
f(ai) ai"-^ ar-' . . 



f{am) a 



ni— 1 m— 2 



per gli m valori, «i, a«, . . . , «„ di .r. 
gi-ado minore di ni in or, è nullo ideni 



R(;r) = - 








/■(«...) 


rC" 


ai'"-' 


ai~- 


"in 


III 

"limi 



La forma frazionaria del secondo nn 
il numeratore, annullandosi se per ui 
ffi , . . . , a,„ si pone una delle rimanenti , 
differenze di queste quantità, ossia pe 
ad essere intero, è simmetrico nelle ^7i . 
denominatore sono funzioni alternanti d 
di segno, senza mutar di valore assol 
due delle quantità rti,...,r/,u: e ciò < 
r/2,...,r^n son le radici dell'equazione cp(i 

+ c,u-i .r+ Cui, R (.r) è resto della 

è intero in Ci, . . . , c,„.i, c",u. Al resto si | 
rilevasi subito dalla teoria dell'interpola ' 
p. es., che, conformemente alle formula; 

=t{a.mx-a.) {^^ + ^^ + (.r - 
'^ ' '^ 'Vai — «2 ' (h — iu) ' ^ 

_| /"(^a) I /'(^a) 

""^ (^^2 — ih ) lf/2 — r/3) "■ (^8 — r/i) («a — 

,/ ^ t ^i f(( ti) 
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Dal confronto di queste varie eapreasioni del resto, come pure 
dalla equivalenza 

X" jr--' . . .X l Oi"-' fli"-' . . . rti 1 

di"" «i™"' ... «1 1 _ a»""' at°~* . . . tfi 1 

aZ «■"' • . . «nil aZ~' «S~' • . - Oul 

= x" — («, + (Il 4- . . . + a„) jf-' + ... + (— l)" (7,(1, ...a^, 

si posson dedurre particolari sviluppi di determinanti ed anche (*) 
notevoli relazioni segmentane. 

Genova, IO maggio 1901. 



SULLE FRAZIONI CONTINUE PERIODICHE 



Per le fiazioui contìnue perìodiohe semptiui è noto che dati ì qnozienii 
incompleti ilei pei'iodo tii possono mediante questi ottenere le espresiiioiii 
ilei termini di unii qualunque ridotta. Tale problema fu rìaoluto di 
GiiNTHER (**), cbe si è servito dei determinanti, ed ultiiaamenle niicLediil- 
ì'Amanzio(***), cbe ai è servito di certi poUnoruiì, dì cui li» trovato note- 
voli proprietà. 

L'oggetto di questa nota è dimostrare che esiste unn seiuplicissimft 
relHzione tra le due ultime ridotte di ogni periodo di uDa frazione continua 
periodica semplice, e dedurne nlcune conseguenze riguardanti le fraEiorii 
continue |>eriodicbe semplici simraetriclie ed i numeri di Fibonacci. Tale 
relazione che qui à dedotta direttnmente, non si potrebbe in modo fii>;ile 
ottenere dalle complicate formolo dei au citati autori. 

1. Consideriamo la frazione continua periodica seiuplice positiva, radice 
dell'equazione quadratica 

ove a,b,c sono numeri interi e positivi. 

Se A è il numero dei quozienti incompleti di un periodo vof;lìanio 
dimostrare che tr& le due ridotte ultime di ogni periodo, cioè tia Bmk 
ed R„k_i esiste una relasione biliueare i cui coefficienti sono n, A, e. 

Se si indicano con P, Q i numeri.tori ed i denominatori delle ridotte, 



D t90I : y. KiTALI. Un-afflicaiitné 
ella R. AeodtniU dall* Seianudi 
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l'equazioDe che dà U valore della frazione oontiuna si ottiena arrestandosi 
ad uii qualuoque periodo, ed è piecisamente : 

Confrontando questa equazione con la (1) 9Ì ha 
Q^ = a , A„, 

P-k-i = c. A„, 
ove Ab, è un coefficiente intero dipendente da m, cioè dal peiiodo a cui 
ci siamo fermati 

Dalle precedenti eguaglianze, par divisione risulta 
Pmfc — Q-i-i à P,>_i e 

Q-k-i ^ 
Dalla prima si ha: -g — ^Rmk , e dividendo questa per l'altra: 






««k-1 = — ^ — ; 

donde otterremo la relazione 

(2) «R,ak B.I.-1 — fiR-k-i = e- 

2. Se la frazione continua periodica semplice è anche simmetrica, deve 
essere in virtù di un teorema di Galois (*) a^c. Allora la (2) diventa 

aR„„.B^„~6R,„,_, = a, 

a (E„,,, R„^_, — ] ) = *R„fc_, , 
e quindi 

(3) Bn,l. — R»ll-1 = 

Cioè: in una frasione continua periodica semplice simmetrica è co- 
stante la differenza tra i'ulCima ridotta di un qualunque periodo e l'in- 
versa della precedente. 

3. Scrivendo la (3) con la notazione solita abbiamo 

F„,h, Q„.._. b 
y,nk ~ !'«.-■ ~ a ' 

li GerBODD*, (ana n2S-ì3. Ch. puie tvcAS. TSéori, da nsHik.vi 
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cioè : Se VL è un termine pari di posto dispari della serie di Fibonacci, la 
somma dei quadrati di u e della sua metà aumentata di 1 è un quadrato 

b 
6. Dalla (3) si ricava R^i-i = ^mk — — , ma si ha pure 

Or 



I^k-1 =I^k — 



1 



dunque 



1 = ( Rmk — —\ ( Rmk + 



Qmk Qmk-l 
1 



:). 



QmkQmk-l' 

Abbiamo oioò una equazione del secondo grado in B^k; il suo discri- 
minante, ossìa 

f_j Ar± ^' +4= f ' ±-Wa 

\QinkQiuk-l a) «QmkQmk-l \QnikQmk-l a/ ' ' 

dovrà essere un quadrato esatto, e perciò dovrà essere quadrato esatto anche 

Così si ha un altro mezzo per trovare dei numeri interi che soddisfano 
airequazione «* -)- y^ = s*. 

7. Supposto a = b = l si avrà : 

(QmkQ«k.i ± 1)' + (2Q„,kQ.nk-i)» = quadrato 

e si ricaverà la proprietà seguente dei numeri della serie di Fibonacci. 

Il prodotto di due termini consecutivi della serie di Fibonacci fornisce 
una soluzione dell'equazione pitagorica x"-|-.V^ = ^*- -'^ P ^ ^^^^ prodotto 
si può porre x = 2p ed y=p± 1, secondo che il fattore maggiore è di 
posto pari dispari. 

Cosi per i primi due termini 1, 2 si ha a? = 4, y = 3 e si ritrova la 
soluzione minima costituita dai numeri 3, 4, 5. 

G. Gallucci. 
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t« Considerando due tangenti qualunque in due punti Pi e Ps ad una 
parabola riferita al suo asse e alla tangente nel vertice^ se F è il punto d' incontro 
di tali tangenti^ dimostrare che l'ascissa di P è media geometrica fra quelle di Pi 
e Fa, mentre ^ordinata è media aritmetica fra le ordinate degli stessi punti Pi e Pj. 

G. Cardoso-Laynes. 
Risoluzione del sig. Di Stefano R. U. di Catania. 

Dalle equazioni delle tangenti nei punti Pi(xif/i) e Vi(xìyt) alla parabola 
y' = 2px cioè 

yyi — pxi — px = yy-ì — px% — px = (i 
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cioè è necessario clie P sia un punto della conica (3), cioè centro di nna delle 
conicbfl del fascio 4>. 

Otairvazione. — Se più generalmente ai vuole che dette polari convergano 
■opra una retta data 
(6) Aa^ + By 4- C - 



è Deceasario che il polo P (xi, yt) sì 
la (6); cioè è necessario che P sia a 



tale da far coesistere le equazioni (5) e 
L punto della conica 



Questa ai riduce alla (3), cioè al luogo dei centri delle coniche del fascio, 
quando la retta data è all'infinito cioè quando nella precedente equazione A = 0, 
B = 0, C divergo da 0. È facile trovare la proprietà correlativa. 

Altre rliDluzionl dei ajflg. BUaca R. U. (U Catania; DI Stefano R. U. di Catania; Mer- 
nglitno; Pan» di Savigllano. 

5oO* Itìmoitfart che la quartiea rapprt»tnlala in roordìiialt poIaH daU'equa- 



ha l'area, eompreea tra 
kuctoìa della cui-va. 



a ed i suoi aaintoti, fittila ed equivaltHle all'area della 
BAMBian. 



Rlioluiione dal tig. Langolurdi di Ni^ll. 

La (1| è simmetrica intorno all'asse polare e al raggio vettore ad esso per- 
pendicolare; ha sul detto raggio vettore due punti doppi alla distanza a)^ 2 dal 
polo; ha par aaintoti le parallele all'asse alla distanza 2a. 

L'area delta buccola della (1) è quindi 

é=2 r^d. = ia' P^ = 4u'[tg|-]J=4a'. 

L'equazione di un asintoto della (1) è 

P sen 0) = 2a. 
L'area compresa tra la (1) ed i suoi asintoti è quindi - 

"-"["(■^--^y"'*'' f — v=*«'(-"'«t)I='''"" 

ri ""2/ A'"'t t 

cioè è finita ed equivalente a quella della buccola. 
Altra riaohnliHi* del sig. Foroarl di Varate. 
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eliminando tra le quali Xi , ai ba 1» condizione 

2('n* + IH?'" -n<S- f'") + * I'"' - 1) = 0, 
alla quale debbono soddisfare f, g, h percbè la (2) abbia un fuoco sulla s. 

Essendo l'orìgine il punto di incontro di dne tangenti ortogonali delTa (2). il 
quadrato della sua distanza dal centro (g, f), cioè g^ + f, è eguale, alla somma dei 
quadrati dei Hemiaasi a e b della (2). Quindi la distanza del fuoco F della (2) del 
suo centro {g, f) 6 dato da 
15) V'tf' + A'-26*, 

«Bsendo 6 il seroiasae minore dato. Per conseguenza il pnnto F, dovendo stare 
ealla (1) e trovarsi alla distanza (5) dal punto [g,{) è un punto del luogo 

(1 + »i')x,' - 2 (y + rm)xx + 2t* = 0, 
«, daudo a ari jl valore dato da (4), ai ha la condizioBe 
(61 4«. {gm ~f)Ì9- f'") + à' (».' - D' = 0; 

alla quale debbono soddisfare f,g perchè la (2) abbia dato il semìseae minore. 

L'equazione dell'asse focale di |2) è 



!/-/- = ^pj^ (»-»). 








cioè daDdo a z, il valore dato da (4) 








[2,™ - (».' + i)n' + W'« - ("■ + lljlK + 2(»". ■ 


-nif'" 


-») = 


= 0; 


e le Bue coordinate sono 








2ff.«-(in' + l)f 2rm-(m 


■ + 11. 







2lgm-n{f">~9) ' 2{gm~m,u- 

Elimiaando f,g tra le precedenti e la (6), si ha per l'inviluppo dell'ae 
cale della (2) la conica 



1') 


6'("'» + i')(™i' + i')-"'=0. 


l/equazione dell'asse n 


linore di Q è 




'■'-f--f^^^^-'^-- 


cioè, dando a xi il vai 


ore dato da (4), 


[2f»i - (,»' + \)g-\co- [ìg», - («.' + l)f] y + (.«' + !)(/ - ^ ■ 


e le sue coordinate soi 


no 


(«i' 


,, _(,„» + !)„ 27». -(.»• + Di' 


Eliminando f,g tra le precedenti e la (6), si ha per l'inviluppo dell'» 



di [2| la curva di quarta classe 

(?) 4«i(.H« - t)[mv - «) + 6V.»» + 1)' (E*- «•) = 0. 

doppiamente tangente ali» retta all' infinito. 

Chiamando x,y le coordinate g,f del centro, l'equazione di condizione (6) si 
riduce a 

4». ("-r - !/)U - »;y) + 6'(».' - If = 0. 
e rappresenta il luogo del centro. Trasformando questa equazione in coordinate 
langenziali si ricade nell'equazione 

!,'(,,.„ + i.)(m. + «l-». = 
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della conica inviluppo dell'asse focale, cioè la conica luogo del centro coincide 
con la conica inviluppo dell'asse focale. Da ciò segue che l'altro asse è sempre 
una normale a detta conica (7) e perciò il suo inviluppo (8) coincide con l'invi- 
luppo d^lle normali alla (7), cioè con la sua evoluta. Riassumendo si ha danque 
che l'inviluppo degli assi delle ellissi, che hanno un fuoco sulla ;;, sono tangenti 
a or e y ed hanno l'asse minore eguale ad una lunghezza data è l'insieme della 
conica luogo dei loro centri, e della sua evoluta. 

(haervazione. — Poichò il centro (g^f) è il punto medio tra i due fuochi (ari,yi) 
(a:s,ys) si ha 

donde 

OCf 1 

g* M* 

Adunque mentre il fuoco {xi^gi) percorre la retta g = tnx (detta z) l'altro fuoco 
{X2, gt) percorre la retta mg = x (che diremo t). Le rette z e t sono egnalmeate 
inclinate rispettivamente a a; e y. Si ha anche, evidentemente l'eguaglianza 

(9) ariarj = gig^ = 6*. 

Queste relazioni mostrano che l'asso focale determina su. z e t due punteggiate 
proiettive, e perciò la conica (7) da esso inviluppata è un'iperbole avente z b t 
per assintoti. 

La (9) esprime il noto teorema: è costante Varea del triangolo formato dagli 
assintoti e da una tangente variabile dall'iperbole. 

SG9« Siano A, A' e B, B' f vertici di un ellisse, ed M un punto qualunque 

di essa. Le perpendicolari condotte ad MA, MA', MB, MB' nei loro punti di mezzo 

incontrino la normale in M nei punti C, C, D, D'. Dimostrare che CD = CD' e che 

il luogo del punto di mezzo OC è un'ellisse. 

Basisi EK. 
Risoluzione del sig. Longobardi di Napoli. 

Sia M {x\ g) un punto dell'ellisse 
x'f g verificano la (1), cioè 

L'equazione della normale ad (1) in M è 
(3) V-v' = ^{^-x'), 

e quelle delle perpendicolari a MA e MB nei loro punti medi sono 
/ 1 V y a—x ( a + iP'\ 

(4) y_A=__(, _j, 

(5) y 



b + if' x I x'\ 



Le coordinate del punto d'incontro e di (3) e (4) sono quindi 

,2 ' t ' 

(6) ^ "= ^ ^^ + "^ ' y ^^ '^^' "" "^ 
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cV 



«V 



Mutando nelle precedenti espressioni (6) e (7) a in — a e ò in — b si hanno 
per le coordinate dei punti C e D' rispettivamente i valori 



c'a? 






y 



2ab 



^ (— ar' — a) 



= i^r./- 



26 



hiy'-h). 



Dai precedenti valori dedocesi che il punto di coordinate 



(8) 



9 ' 



X = 



y nui 



2a* ' ^ 26= 

è punto medio di CC e DD', e da ciò segue che 

CD = CD'. 

Eliminando x e y tra la (2) e le (8), si ha pel luogo del punto medio di OC 
DD\ al variare di M suU'ellisse, Tequazione 



\2a) \2b) 

cioè detto luogo è anch'esso un'ellisse, che diventa omotetica alla data se si gira 
di 90<> intorno al centro. 

Osservazione, — Si hanno facilmente le seguenti relazioni, nelle quali h' è il 
semidiametro coniugato a quello che passa per M 



2a6U bj 



CD 



CC' = 



c«6V 
a«6 



^ 



;2 



CC" + Diy' = 



DD' = 
c*6'* 



c'6y 
a6« 



a«6* 



Altra rUoliizi«m del sig. Bianca R. U. di Catania. 



Dimostrare che per valori interi e positivi di a, 6, e, le espressioni 



a 



a 



H 



H 



1 






hanno la stessa parte intera, almeno quando ac-\-h è un numero pari. 

G. Frattini. 

N. B. Fra coloro che risolveranno la precedente questione, verrà sorteggiato 
un premio, consistente in un'opera di matematica del valore di L. 50, dono of- 
ferto dal prof. 6. Frattini al Periodico. L'opera di matematica sarà a scelta del vin- 
citore. 11 tempo utile per l'invio dei lavori scade il 31 marzo 1902. 
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579. Essendo S=aa?^+2Aa;y+6y" + 2^a? + 2/V+^=0 r^quazione 
di una conica, 1 il suo descriminante ed R" = (a — by + 4A^ l'equa- 
zioni delle direttrici si possano mettere sotto la forma 



òS 



òS 



VR + a-6^ + VR + 6-a^±2V2A=0. 



580. Trovare i punti d'inflessione della curva 

581. Risolvere il sistema 

3 3 3 

2 .ri* + 2 XiXj {xi + ^j) = «, XiXiXi = b, S XjXi = e. 



Greenstreet. 



Candido. 
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Questo primo volume di 410 pagine contiene 54 note o memorie pubblicate 
dal 1851 al 1861 negli otto volumi degli Annali di scienze matematiche, e fisiche 
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" pensiero dei sottoscrittori, sicuro che la raccolta degli scritti di Francesco Brioschi 
" rimarrà il monumento più degno della sua memoria ,. 
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Il libro primo dell* aritmetica che tratta della logistica, ossia delVarte di computare 
contiene una dettagliata esposizione dei vari modi adoperati dai Greci e dai Romani 
per rappresentare i numeri, Tantica maniera di computare piegando variamente le 
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dita, (chironomia) ricavata da on volume di Beda, i simboli dei numeri tratti 
dall'aatTologia caldaica, che aono aseaì ingegnosi, sebbene nao possano reggere il 
confronto calla scrittura attualmente in uso introdotta in Europa da Fibonacci, 
infine le varia regole per eseguire l'addizione, sottrazione, moltiplicazione e divi- 
sione e 1» somma dei termini di una progressione. Fra queste sono alcune regole 
ormai dimenticate, seguite dagli antichi, che sebbene meno semplici e comode 
delle attuali, sono però molto ingegnose. — Fra queste sono curiosissime quelle 
per fare operazioni con serie di monete o con pallottole. 

Il libro si chiude con una breve teoria della frazioni e colla regola del tre. 

Il libro itcondo litll'aritmrlica eht tratta della teoria dei numeri è meno inte- 
ressante, e, come osserva giustamente il Frizzo, è ben povera cosa in confronto 
di qnanto Euclide lasciò nei libri VII, Vili, IX, X dei suoi elementi, i quali contengono 
il germe della teoria dei numeri, che raggiunse il suo massimo sviluppo alla fine 
del secalo XVIII e al principia del XIX. Esso si aggira principalmente Bulle di- 
stinzioni in numeri pari e dìspari, parimenlt impari e imparimtnte pari, sui numeri 
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Tutta l'opera vale s lumeggiare ì sistemi seguiti nell' insegnamento della ma- 
tematica in Europa nel secolo XVI, e crediamo che il Frizzo abbia reso un ser- 
vizio alla storia della matematica, rimettendola in luce. - — L'esposizione fatta 
dal Frizzo, come tutte le cose dell'egregio autore, è fatta con eleganza e sem- 
plicità, in guisa che l'opera si legge con diletto. L'edizione e bellissima. K. 

VoGT. — Éléinmta de malhéinatiquea supérieura a l'usage dea pliysiciens, 
chimistes et ingenieurs et des élèves des facultis des Sciences. 
Scopo di questo libro, come dice l'A. nella prefazione è di mettere gli stu- 
denti di matematica, fisica e chimica che entrano nell'Università in grado di 
profittare più rapidamente che sia possibile dell'insegnamento superiore teorico e 
applicato ; ' essi sono destinati ai giovani che hanno fatto buoni studi di male- 

* matiche elementari, e che, desiderando seguire dei corsi d'analisi, di meccanica. 

* di fisica, di elettrotecnica, di chijnica fisica, di elettrochimica, ecc., non possono 

* consacrare un intera anno per imparare in una classe di matematiche speciali 

* il poco d'algebra e geometria analitica che è loro necessaria, né seguire oa corso 
' completo di calcola diETerenziale e integrale ,. 

Ed infatti apparisce chiaro lo studio di condensare la maggior quantità di no- 
zioni e concetti fondamentali in un numero relativamente piccolo di pagine (620) 
come si vede dall'Indice che r' 



Parte I. - Complementi d'algebra. — In 3 capitoli contiene; Equazioni lineari a due 
e tre incognite. — Determinanti fino al 4" ordine. — Formula del binomio. 
Radicali ed esponenti. — Limiti. — Serio. — La serie « e la funzione e'. — 
Funzione esponenziale e logaritmi. 

Parts ÌÌ.- Principi di geometrìa analitica. — In 6 capitoli contiene: Unità e 
omogeneità. — Segmenti e proiezioni. — Coordinate nel piano. — La retta. — 
Equazioni usuali delle conicW — Coordinate nello spazio. 

PiBTE Ì\l. - Deritate e difftremiali. — In IO capitoli, tratta dei seguenti argo- 
'menti: Derivate. — Variazioni. — Formule di Taylor e Maclaurin. — Forme 
indeterminate. — Funzioni rappresentate da serie. — Interpolazione. — Infini- 
tesimi e differenziali. — Funzioni di piìi variabili. — Formule di Tajlor per 
le medesime. — Massimi a mìnimi. 

Parte IV . • Teoria dell'equazioni. — Contiene quattro capitoli, che trattano degli 
imaginari: delle proprietà delle radici dì un'equazione algebrica; della risolu- 
zione dell'equazione di 3° grado; della risoluzione numerica dell'equazioni. 

Parte V, - Applicaxioni geometriche. — In 8 capitoli vengono trattate le nozioni 
fondamentali di geometria differenziale cioè; Tangenti e normali, — Costruzioni 
di curvo piano (Oap. II e III). — Luoghi e inviluppi. — Curvature, — Tan- 
genti e normali alle curve gobbo. — Generazione di superficie. — Inviluppi. — 
Curvature delle curve gobbe. 
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Parte VI. - Calcolo integrale, — In 9 capitoli si studiano : Integrali definiti e 
definiti. — Processi d'integrazione delle funzioni razionali. — Integrazione 
funzioni algebriche e trascendenti. — Calcolo degl'integrali definiti. — li 
grali doppi. — integrali tripli. — Integrazioni dei differenziali totali. — Integi 
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Paste VII. - Equazioni differenziali. — Contiene 4 capitoli: Equazioni differeuz 
del lo ordine. — Equazioni differenziali di ordine superiore. Equazioni di 
renziali simultanee. Equazioni a derivate parziali. 

Il volume si chiude con due lunghe note nelle quali si completano i corsi 
algebra e geometria analitica. 

La ricerca della brevità è qualche volta riuscita a danno del rigore. Per 
la teoria dei determinanti ci sembra poco felice. A pag. 34 notiamo la segue 
definizione: [Jna serie è convergente se la successione dedotta ha un limite, è 
vergente se la successione stessa non ha limite. E le serie indeterminate? E. 
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Sulla ricerca del " loptnioseno " e del " loptmotangente " 

DEGLI ARCHI PICCOLI 

Continuazione, (vedi fase, precedenti). 

Da questa, ìidottaudo le notazioni del § 2 e ponendo di più 
ìTj — x^^ ix, si ha 

(73)/-(x) = «x,) + j|',/-(j, + A»)-/-(A,)J- 

-|f^(l-^)jnx,+2ix)-2/-(a;, + ix) + «x,)| + 

ma il tener conto solo delle differenze prime e seconde equivale 
a trascurare l'ultimo termine del secondo membro, dunque sarà 

ài 1 X ^ A x' 
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tx 3—\3 , . . 2 V3 . . 

SI ha per = -, — e che questo massimo e — ^ — , si avrà 

'^ ix à ^ 9 

2 V3 „ — , cos .T-, 
(79) ,.„<~^M,x—-^ 



(80) jr™<^==-Mix-J-j-— -!, 



Osservazione I. — Un limite inferiore per ciascuno dei 
due errori precedenti si ottiene facilménte ossei^ando che per 



(SU „ -,2V3 cos(x, + 2ax) 

(81) sivti > -^r^ M i ar= 



seo' (X| -H 2i xì 



(82, i,v„>-^MAr' .,„:,a(^, + 2A,.) ■ 

Osservazione II. — L' errore ^Vii , nelle nostre ipotesi è sempre 
maggiore dell' errore jfvii • Per dimostrarlo basta fare un ragiona- 
mento analogo a quello fatto nella Osserv. II al § 4: si trova 
cosi cho dovrebbe essere. 



se 11' 2 X' 



questa, come facilmente si vede, è vera .per qualunque valore 
di X. 

Osservazione III. — Supposto x.=^lx, il secondo membro 
della (81) si riduce a 



2 V3 — ,, cos 3 A a; 2V3„/ 3ix \' 
per cni qualunque sia x, g\u sarà sempre maggiore di 
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Osservazione. — Dobbiamo qui fare una notevole osservazione. 
H Reinaod (come già dicemmo al § 9) dice che 1' errore pro- 
dotto dalla interpolazione semplice è minore di una unità per x 
maggioro di 12", perchè dopo 12° la differenza fra due diffe- 
renze tavolar! successive è sempre minoro di 8 ; e 1' Hocel (come 
s' è detto in questo atesso paragrafo) dice che quando, essendo x 
maggiore di 3", la differenza seconda raggiunge cinque unità, si 
commetterà, trascurandola, un errore maggiore di mezza unita. 

Ora si sa che, indicando con l'f{Xj) la differenza seconda 
corrispondente a f (»,) , si ha 

(84) A' f (x,) = f (x, + 62 i x) '&7 , 

ma dalla (4), supponendo f {x) negativa e decrescente in valore 
assoluto al crescere di x (come accade per logseno e per logtan- 
gente), si ha 

(85) |4,l<~ir(»,)| 

e dalla precedente (84), nella stessa ipotesi, si ha 

(86) \ii'f{x,)\<\r(x,ì\ài\ 

quindi, se il secondo membro della (85) è minore di 1 (o di 0,5), 
sarà certamente anche 14^/(^:1)1 minore di 8 (o di 4). Ma non 
si può asserire che. se |A" f(Xi)\ è minore di 8, sia anche \k,\ mi- 
nore di 1, come asserisce il Reynadd, né che, se |A' f(x,)\ è mag- 
giore di 4, possa &| (per x compreso fra x, e x^ -\- ^x) essere 
maggiore di 0,5 come asserisce 1' Hodel, Che. se anche si potesse 
dimostrare che le due condizi<mi 

lft|l<l (o<0,5) e \A'f(x,)\<S (o<4) 

per X, compreso fra convenienti limiti si possono (con sufficiente 
approssimazione) ritenere equivalenti, per sostituire il secondo 
criterio al primo non basterebbe la stessa tavola che serve al 
calcolo di f{x) con n cifre decimali, perchè, essendo le diffe- 
renze tavolari approssimate a meno di una unità dell'ultimo 
ordine, le differenze' seconde possono essere errate di due unità. 
Così, considerando il logseno, per x^ ^ 3* 04' 40" si ha 
■^ ' /^(^i)l ^0|ò , onde, secondo I'Houel, sarebbe g, maggiore di 
|05 e questo (essendo x maggiore di 2" 53' 50 ) non è vero (§ 6). 
Cosi pure, nelle tavole del Lalande, per x^ = 12° 35' si ha 
li' /-(a;,)! =9 6 per x, = 12" 10' si ha \l'f{x^)\ = 7 , mentre nel 
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rispettivamente, quindi gvm e g'wm sono, rispettivamente, per di- 
fetto e per eccesso, e inoltre si ha (§ 4) 

M Ti' ri 1 "I 

(93) ,v,„ < ^— L,,„.(^_ + i^, - (Ì7+7^J 

0«.«n;a^ione /. — Con un ragionamento analogo a quello 
fatto nella Osserv. II al § 4 è facile dimostrare che per x minore di ^ 
si ha sempre 

(9ò) lì/'viii! <?vju. 

Infatti sì vede che per ciò deve essere 

1 COB 2 3T 1^ / 1 1 1 

(2 xf ~ sen- 'Ix^'i ' sen' t ~ ^' ' 

e questa si dimostra facilmente sviluppando anche qui (§ 20) 
eosSx, sena; e sen 2»^ in serie di Mac-Laukin opportunamente 
arrestate. 

Osservazione II. — Per quanto in seguito non ci occorrano, 
possiamo per gym e per g'vai indicare anche dei limiti inferiori, 

8a; 1 
perchè da quanto precede risulta immediatamente che per ~— = ^ 

si ha 

(96) gnu > — 3 — 3-~ r 



E siccome le due quantità fra le parentesi quadre tendono ri- 
spettivamente a ^ e a - , quando a;, tende a zero (§ 20. Osserv. I}, 

ix \ 

per ^ = - sarà sempre 

/no. Mia;' . Mia; 

(98) ^,„, > — ^^ e (99) I ff'vii, | > ^g- • 
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Osaervazùme III. — Si vede immediatamente che, trascurando 
le parti proporzionali di S e di T, questo metodo coincide col 
sesto. Ora il De Combekousse § 'ò'à, Oss.), dopo aver ammesse 
la (62) e la (63), calcola, nell'esempio, i valori di S e di T colla 
interpolazione, quindi, come già si disse, per mostrare una ap- 
plicazione del sesto metodo applica V ottavo e non si fonda 
quindi sopra le formule approssimate (62) o (63), come egli dicft, 
ma sopra le formule esatte (89) o (90). 

§ 40. — I numeri S e T si trovano ordinariamente nella ta- 
vola dei logaritmi dei numeri e sono distribuiti in modo che, 
quando è possibile, da una stessa pagina si ha S.T e il corri- 
spondente logx": non s'incontra allora l'inconveniente dì dover 
sempre ricorrere a due tavole separate, come accade nella appli- 
cazione dei metodi III, V e VI. Questi numeri però son dati solo 
fino ad x" = 1000' =^ 2" 46' 40' se la tavola dei logaritmi dei nu- 
meri si estende fino a 10000 o a 100000, son dati invece fino ad 
x' = 10800" = 3°, se questa tavola si estende fino a 10800 o a 
108000; è quindi solo fino a 2" 46' 40" o fino a 3° al più che 
questo metodo è ordinariamente applicato. 

Passiamo ora a studiare l' errore complessivo portato dal me- 
todo stesso nei vari casi che si presentano in tutte le tavole pre- 
cedentemente accennate, ricordando che questo errore comples- 
sivo consta 

1." dell'errore jrvm o g'vm or ora considerato, 
2." dell'errore g^ (§ 4 oss. IV) che, come si è già detto, si 
può commettere nel calcolo di Ioga;", 

3.° del solito en^ore t, il quale ha per massimo una mezza 
unità dell'ultimo ordine di S o di T, più una mezza unità del- 
l'ultimo ordine di Ioga'", più una mezza unità dell'ultime ordine 
conservato nel risultato finale (sempre supposto che non si tra- 
scurino cifre decimali nei ealcoli separati di S o di T e di logip', 
ma solo nel risultato finale). 

Osservazione. — Fra tutte le tavole precedentemente accennate solo 
in quelle dell'lNM*» (§§ 12 e 17), dello Chìmbkrs (§§ 11 e 2(1} e del 
Vboa (§§ 38 e 31) non é proposto il pra^^ente metodo; queste sole non 
saranno quindi riprese ora in considerazione. 

§ 41. — Comincieremo dalle tavola del BbHhns, del Vksa (pubblicate 
dal Bebmikkr), del Callet e dello Schbììs, \§. 8) nelle quali n =r 7 e 
^x = 10". 

H BHDHxa, benché dia una tavola con 1x^1" fino a G", nell' uso della 



./ 
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= 9990" = 2<» 46' 36" di 10" in 10". Usando i numeri posti in questa 
seconda parte si ha certamente dalla (94) g'yui minore di 0,00092, e, se 
a questo limite si aggiunge il limite dell'errore g^ che si ha dalla (13) 
e che, occorrendo V interpolazione solo per x" maggiore di 10000", è cer- 
tamente minore di 0,00543, si avrà 0,00635. Ma a questo errore si ag- 
giunge l'errore Z, il quale in questo caso ha per zzassimo 1,05 (perchè" 
S e T si hanno con otto cifre, mentre log x'* si ha con sette)^ e quindi 
l'errore complessivo portato dal metodo in discorso è minore di 1,057. 
Notiamo però che, a partire p. es., da 1", si potrebbe con maggiore esat- 
tezza' servirsi della tavola con Aa;=: 1" senza bisogno di ricorrere a 
questo metodo, perchè allora sarebbe ^^ <Z 0,005 ed | Z | < 1, e l' errore 
complessivo avrebbe quindi un limite superiore minore del precedente. 
Per x" minore di 16' ^", la tavola con A a; = 1" non è suiB&ci^nte (perchè 
si ha ^j > 0,5), e quindi bisogna sempre ricorrere alla prima parte della 
tavola dei logaritmi dei numeri : qui, essendo A a: = 50", ^'viii è minore 
di 0,023 e l'errore complessivo è certo minore di 1,078. 

A questo proposito bisogna però fare una notevole osservazione che 
dal Bbuhns non è fatta e senza la quale si potrebbe cadere in gravi er- 
rori. — Per a:" minore di 1000" l'errore g^ assume valori molto grandi 
(maggiori di 54,28 per x' minore di 100", maggiore di 5428 per x" mi- 
nori di 10", come risulta dalla (15)), e quindi nel calcolo di log x", se si 
vuole che l' errore complessivo abbia il limite superiore ora indicato, non 
bisogna mai servirsi (per la mantissa di log x") dei logaritmi posti nella 
stessa pagina in cui si trova il corrispondente S o T. ma si deve • invece 
ricorrere a quella parte della tavola in cui si danno i logaritmi dei nu- 
meri maggiori di 1000. 

Nelle tavole del Veoa i valori di S e di T sono disposti come in 
quelle del Bbuhns, essi però son dati con sette anziché con otto cifre de- 
cimali e quindi i limiti degli errori complessivi, invece di essere 1,057 
e 1,078 sono 1,506 e 1,529 rispettivamente (per cui fin da 20' sarebbe 
meglio servirsi della tavola con ^x~~ 1"'). 

Notiamo inoltre che l' inconveniente accennato per x" minore di 1000" 
non è rilevato neppure in queste tavole, ma che però, procedendo come 
si è indicato, si può semplificare il procedimento staccando la pagina che 
è posta in fondo al volume (come indica il Bbbmiksb stesso). 

11 Callkt, dopo avere proposto il sesto metodo (§ 32), propone anche 
il metodo in discorso (0, e perciò dà i valori di S. di T con sette cifre 
decimali di 60" in 60" da x" = 0" fino a x" = 10800" = 3*» e non fino 
a a?" = 10000"; è forse questa la ragione per la quale egli credette op- 
portuno estendere la tavola dei logaritmi dei numeri fino 108000 (Aver- 
tissement^ pag. V). In questo caso è certamente l^^'vnil < 0, 03308, e 
quindi l'errore complessivo è sempre minore di 1,539. 

Per x' minore di 1000" si presenta in questa tavola l' inconveniente 
che abbiamo detto presentarsi nella tavola del Bbuhns; ma un'altra os- 
servazione più notevole dobbiamo fare. Le differenze per 10" e con due 
cifre decimali date dall' A fra due valori successivi di S e di T non sono 



(<) £ lo propone Incidentalmente e faor di Ino^o: a pag. 112 di quella parte della intro» 
duzione nella quale spiega la disposizione e l'uso delle tavole centesimali. 

Il Dki.ambue (Ifistotre d« V Astronomie moderne, T. I, pag. 656) aveva già rilevato l'ordine 
poco opportuno, se. 'ondo U quale son disposte le varie tavole del Cam.rt; a noi pare che lo 
stesso appnnto si possa fare ai vari argomenti trattati nella prefazione, e questo ne ò un esem- 
pio notevole. 
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§ 43. — Passiamo ora alle tavole del Caillkt e del Bbekikbb a sei 
cifre decimali (§§ 12, 11 e 17), per le quali sappiamo già che il primo 
e il secondo metodo, opportunamente limitati, sarebbero sufficienti. 

Il CiiLLET propone questo metodo fino a 5', e dà perciò i numeri 
S e T di 15" io 15" nelle stesse pagine e nelle stesse linee nelle quale 
si trovano i corrispondenti logseni e log tan genti ; occupando cosi (coi lo- 
garitmi e cai cologaritmi) quattro colonne per tutte le prime venti pa- 
gine. In questo caso l'errore |yViu| è minore di 0,00092 ma, g^ (sup- 
ponendo di u^are le indicate tavolette per il calcolo delle partì propor- 
zionali) ha per limite 1,9544 (') e l'errore |/| ha per limite 1,6 (■), 
quindi nella ipotesi tatta, l'error complessivo ha per limite superiore 3,656: 
limite abbastanza sensibile. 

OoD una ingegnosa disposizione (nella tavola dei logaritmi dei nu- 
meri) evita poi il solito inconveniente, ma per l'applicazione del metodo 
occorre sempre ricorrere a due tavole diverse. 

Il BasMiKRB, ili queste tavole a sei cifre decimali, dà ai numeri S e T 
l'identica disposizione che ha loro data nella tavola a sette cifre (del 
Vkga), e quindi in tutto quello che si è detto in proposito nel paragraio 
precedente dobbiamo solo modificare i limiti superiori, che ora saranno 
1,051 e 1,503, e tralasciare quello che sì riferisce alla pagina da staccarsi, 
che ora non è data. 

Qui però dobbiamo aggiungere una osservazione notevolissima. A 
pag. XIII della introduzione l'A. fa notare che l'applicazione di questo 
metodo è preferibile (per brevità di calcolo) all'uso della tavola trigono- 
metrica con Aa;= 1' ; ma i numeri S e T vanno fino a x" ^ 1000" = 
= 2 ' 46' 40", mentre questa tavola va fino a 5", quindi egli si proponi 
di dar il mezzo di poter estendere il metodo stesso fino a 5". Ed è 
perciò che nella tavola trigonometrica con i a; ^ 10" aggiunge, fino a 5", 
una colonna di numeri b , il cui uso nel calcolo di logseno è indicato 
dall' eguaglianza 

(9!*) log sen x = log x" — log R — 6 . 

Confrontando questo colla (89), ai vede subito che 

(100) b = log K" — S = log -^~ 

e che l'uso di questi nnmeri è alquanto più laborioso di quello dei nu- 
meri S , dovendosi sempfc ricorrere a due tavole ed eseguire di piii la 
sottrazione di log B" ; ma l' A. suppone che si abbia con sufficiente ap- 
prossimazione 

(101) log tan X = log x" — log R" + 2 6 , 

e quindi con la introduzione di questi numeri b soltanto si ha il vantaggio, 
egli, dice, di poter calcolare anche log tan a; . 

E in questa ipotesi che il Bremikee s' inganna, e noi ci proponiamo 
di dimostrare che per x maggiore di 2" 20' (e quindi per tutti i valori 
di X per i quali si dovrebbe ricorrere alla (101), essendo ì numeri T 
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dati fino a 2" 46' 40") l' errore che si commette col procedimento indicato 
per il calcolo di log tau x è magi^ìore di quello che si commetterebbe 
colla interpolazione semplice, applicata alla stessa tavola trigonometrica 
in cui son dati i numeri b ('). Infatti, indicando con ga il numero che 
si dovrebbe aggiungere al secondo membro della (101) perchè essa fosse 
esatta, si ha evidentemente 

gè = log — 2 log ^ 3 log sen x — 3 log x — log cos x , 

e quindi, applicando la (40) e la (47) , 

,1021 «. = Ml.h±4t^ + . .. + h1èlsj^+. . .] 
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§ 43. Ed esaminiamo brevemente anche le tavole a cinque cifre de- 
cimali dell' Albbecht, dell' Houel, del Dupuis e del Bkemikbb (§ 13), per 
le quali, a maggior ragione che per quelle a sei, sarebbero sufficienti i 
primi due metodi (§§ 23 e 43). 

D Dupuis tiene per i numeri S e T, di 100" in 100", una disposi- 
zione analoga a quella tenuta dal Bbuhns e dal B&emikbb (nelle tavole a 
sette e a sei cifre), siccome però nella tavola dei logaidtmi dei numeri, che 
va fino e a 10000 soltanto, si deve ricorrere alla interpolazione per x" 
maggiore di 1000", il limite superiore dell'errore complessivo è 1,596. 

Notiamo che per x'* <Z 1000" si presenta il solito inconveniente, e che 
il Dupuis ricorre a questo metodo soltanto (giacché non dà che una ta- 
vola trigonometrica con A a? = 1' sempre) ; e infatti questo solo è suf- 
ficiente , perchè per archi minori di 1» 45' , ^^ è certamente mi- 
nore di 0,6. 

L'Albbecht, il quale dà una tavola con Aa; = l" fino a 3** (§ 18), 
propone anche questo metodo, dando ai numeri S e T la disposizione 
ora ricordata e senza rilevare l' inconveniente solito. Però questi numeri 
li dà di 50'' in 50" e con sei cifre decimali, onde il limite dell'errore 
complessivo, invece di essere 1,596 si riduce a 1,078. 

Però r A. giustamente osserva (e in ciò è il solo) che l' uso di questo 
procedimento non dà vantaggi essenziali in una tavola a cinque cifre e 
con Ax = l', rispetto a una tavola con àxzzzl". (Vorwort^ pag. XI). 

L' HouEL, dopo aver proposto il quinto metodo (§ 31), propone anche 
questo, fino a 3**, dando i numeri S e T di 1' in 1', con una disposi- 
zione identica a quella colla quale li dà il Callet, per x" minore di 
1000" : il limite superiore dell' errore complessivo (se si evita il solito in- 
conveniente) è allora minore di 1,539. 

E in quanto al Bbehikeb dobbiamo prima di tutto osservare che 
(come facilmente si deduce dalla introduzione) i numeri S e T, invece di 
essere definiti dalle eguaglianze (87) e (88), son definiti dalle altre 
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(104) S = log 

sen X 

e 

dove x^ è il numero dei gradi e frazioni decimali di grado contenuto in 
0?, per cui il loro uso sarà basato sulle due identità 

(106) log sen x = log x" — S 
e 

(107) log tan a; = log x° — T 

invece che sulle identità (89) e (90). Questi numeri son dati fino a 4" 
con sei cifre decimali e di decimo in decimo di grado, e nel loro uso si 
può procedere un po' più semplicemente del solito (servendosi della pa- 
gina posta in fondo al volume) e senza cadere nel solito inconveniente. 
Il limite superiore dell'error complessivo è ora 1.254 ; e il Bbemikeb, come 
il Dupuis, non ricorre ad altro metodo che a questo. 

§ 45. — Dopo questa lunga e minuziosa indagine a noi 
pare di poter concludere che, degli otto metodi esaminati, quelli 



PERIODICO DI HATEHAtlCA. 



SIILA BISTRIByZIOH BEI TERHISI fOSCRlI 

in alcune successioni dì numeri interi positivi 



(Continuazione e fine, vedi fase, prtcrdentt). 



9. Di questi risultati faremo ora applicazione a quelle successioni 
che si deducono da o nella ipotesi particolare di / = 1. Tali successioni, 
file diremo b\ sono definite dalle condizioni 



= 1, 



= ]w\. 



dove A è un intero positivo qualunque; per esse il resto della divi- 
sione di o'/i rispetto a v'y è un termine della successione o la diflFe- 
renza di due termini della successione. Ciò si deduce immediatamente 
dalle congruenze stabilito nei due teoremi del paragrafo precedente; 
ed infatti ponendovi i = 1 e mutando le v„ in v'a il secondo membro 
dì quelle congruenze, essendo positivo e minore di v',, e appunto il 
resto cercato. Per maggiore chiarezza di quello che segue raccogliamo 
in due tavole sinottiche i differenti casi colle differenti ipotesi e le 
conclusioni corrispondenti, come derivano dai detti teoremi. 



Tavola I. - 



tf/ dtUa dioiaioiie di v'/. per v', quando v è pari. 



p = 


2q + l 


r pan 


r dispari 



Tavola II. — Sesti della divUtìone di v',, per v', quandi» v 

\i~vp + 1% r<v 
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r. [Ia].n 



Ipotesi: w = vp + P> P pn^^- 

Per la conclusione del paragrafo 9 danno il medesimo resto, che 
è ora Vq , i termini 

v'o , Vq^2¥ , . . . , *^'m j t? m-f 2v , . . . 

Cerchiamo gli altri termini v'y che danno quel resto. Posto y=^p-\-p\ 
si deduce dalla Tav. I che il resto di v\ è 

v'q' se p è pari 

v'y — ì/v-Q' » i>' è dispari epe pari 

ffr-Q' n P ^ dispari e p' è dispari. 

I numeri p' debbono quindi, nei rispettivi casi, soddisfare sepa- 
ratamente, le condizioni: 

ì/q = Vq' ; v'e = Vv — v'v—q' e p' pari; v'q = v'v^q* e p' dispari. 

Ora, dalle premesse osservazioni, si deduce che v'q = yV è verifi- 
cata sempre prendendo p ==p, e solo allora quando 

A > 1, ed anche quando A = 1 e p > 2 ; 

Vo = Vy — Vv-Q' e p' pari, sono impossibili se A> 1, ed anche se 

A = 1, con p < V — 1 ; 

f-Q = Vv-^e' e p' dispari, sono soddisfatte sempre quando p è dispari 
prendendo p'= v — p, e solo allora se h > 1, ed anche se A = 1 e p > 2. 

Grindici y dei termini cercati saranno quindi: 

y = vp +9 con p pari qualunque, e corrispondono ai termini già 
trovati : 

!/ == vp + (v — p) con p dispari qualunque, ma nel solo caso di p 
dispari, e corrispondono ad una nuova successione di termini congrui 
con t?'„,. In conclusione, sotto le fatte ipotesi danno il medesimo resto 
fli v'ni, rispetto a Vy i termini 

V Q f V Q-^2v ì ' ' » Vuì j V m+ 2v , . . . 

quando p è pari; ed i termini 

Il , I 

V Q j V Q-\-2v j » » - V ni , V m-|-2v , . . . 

, I / I 

V'2v—n , V ^y—Q , t^6v— o , . * > Vva.—2Q , • • • 

quando p è dispari: tali termini sono inoltre i soli se h I> 1, erf anche 
se si ha simtdtaneameìite h = l ^2<p<v — l: Il loro resto comune è v'q . 



:*; Indichiamo eoii iL a) (I. b),, .(II a) (II &) ... i diversi casi delle Tavole I, II. 
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2® * termini ddle due successioni 



. . . , t? m— 2r , V'm , t?'m-f2v , V m+4v , . . . 
. . . , r'k-2y , t?'k , t?'k+2i' , v'k-Hv , . . . 

quando p è dispari : (*) i7 toro fe^f o è v'^ «epe pari e Vv-q se^ è dispari. 
In entrambi i casi questi termini sono i soli congrui con v'm se h > 1, 
ed anche se ìì = 1 ed è inoltre verificata la cwidizione 2 < p < v — 1. 

Nel caso di A = 1, cioè nella successione di Fibonacci, e soltanto 
quando il resto p di m rispetto a v ha uno dei tre valori 1, 2, v — 1, 
esistono, oltre quelli trovati, altri termini congrui con v'm rispetto a i?'r, 
che si deducono facilmente dal procedimento dei tre casi considerati. 

12. Veniamo ora all'ipotesi in cui v è dispari. La determinazione 
dei termini congrui con v'm rispetto a Vv è fatta con metodo analogo 
a quello seguito, applicando invece la Tavola II. Posto tw = yp + P 
(p < v) distinguiamo i vari casi che ivi appariscono : 

W [II al 

Ipotesi m = vp + P5jP = 4g'. 

Mutato [i in m, ed r in p si ricava subito che il resto di t;',n è v'q , 
e (§ 9) danno intanto quel resto i termini 



^ e > ^ ^■H»' » . . . ^ m-4v , 2? m j t? m+4v , V m+8v , 



. . . (**) 



Per determinare tutti gli altri indichiamo con Vy uno di essi; 
posto y = vp + p (p < v) cerchiamo i possibili valori di p , p . 

aO Supponiamo attribuiti a p valori della forma 42?; il resto di v'y 
è allora v'q' e dovendo essere t?V =«?'<? sarà necessariamente p'=p se A>1, 
ed anche se essendo h = l è insieme verificata la condizione p > 2, 
(§ 10). Si deduce y = vp' + p» con p' = iz, e perciò i corrispondenti 
termini v'y sono quelli già trovati. 

bi) Sia ora, p=4:Z-{-l (z qualunque); il resto di Vy è t?'y — v'v^q* 
se p' è pari, e v'y^-g' se p è dispari: ora se A>1, ed anche se essendo h=l 
supponiamo p < v — 1, l'uguaglianza v'q = v'y — Vv-q' è impossibile 
(§ 10); rimane quindi a determinare p' colle condizioni 

v'Q = Vy-Q' e p dispari; 

ora se A > 1, ed anche se A = 1 e p > 1, queste condizioni si soddi- 
sfano soltanto quando p è pari prendendo p' = v — p. 

Si deduce y=yp'+(v — p) con p=-iz-\-lj e quindi soltanto quando p 
è pari danno il resto v'q anche i termini 

V2y'-Q , Vey~-Q , r lOv-^ i • • • » t?'m-2y-2e 5 • • • (***) 



(*) Essendo v ]>ari psr ipotesi, m è pari o dispari seeondoehè q è pari o dispari. 

(•«) è chiaro che si può sempre supporre im>4v (onde 9 > 0), e quindi m— 2y— 2^>0. Veggasi 

■ola seguente. _ 

(***) In questa suceessione il termine v'm-sv— 2^occupa il posto q™«. Infatti detto e il 9"» indìee 

•i ha subito dalla progressione degli indici = 4^9 — 2y-«^; ma è per ipotesi 

m = iyq-^Q^ onde e = m — 2v — 2^. 



_j 
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// resto di tali termini è v'v — tfv^g , e sono i soli quando h^-l ed anche 
quando h==l ed è inoltre 2 < p < v — 2. 

La determinazione dei termini congrui con v'm negli altri casi si 
deduce ora facilmente. 

3^ (II e). 

Ipotesi fw = yp + p? P = 4rg + 1. p dispari. 

Se nelle successioni (Pi) del caso 1^ formate di termini congrui 
nella ipotesi di p pari, si muta p in v — p, che sotto le ipotesi di questo 
caso è pure pari, si concluderà ora che danno il medesimo resto di r'm 

/ termini 

ì ' ' ' ' 

fY\ \ I ^ ^"Q » ^ 5y— ^ t V ^y— e , . . . t? m— 2^ 9 • • • 

mi sono inoltre i sóli sotto le condizioni già dette ed il loro resto è rV-^. 

4^ (II d). 

Ipotesi : m = vp + p , i> = 4^ + 2. 

1^ Supponiamo prima p dispari. Se nelle due successioni (Pa) del 
caso 2^, formate di termini congrui nella ipotesi di p pari, si muta p 
in y — p che colle attuali ipotesi è pure pari, si concluderà subito 
che se g è dispari sono congrui con v'm i termini delle due successioni 

V 2v— e , V Ov— ^ , . . . , t? m— 2f , . . . 
V2H-e » Ver+e , . . . , t^m , 2? m+2y ... ; 

essi sono inóltre i soli congrui con Vm sotto le coìidizioni già dette, ed 
il loro resto è v'v — v'^ . 

2®. Supponiamo p pari. Il resto di Vm rispetto a v'v è ancora v'v — V(> 
come prima (IL d); e danno intanto quel resto (§ 11) i termini 

Per determinare gli altri indichiamo con Vj un termine qualunque: 
posto y=vp'+p' (p <v), si attribuiranno successivamente a p' valori 
della forma Az, iz-^-l, 4z-\-2, 4:Z-\-3; il resto che mediante la Tav. II 
si troverà, uguagliato a quello di Vm cioè a t?'v — v'q , condurrà ogni 
volta alla determinazione di p', come abbiamo già veduto nel caso 1^ 
Così facendo si trova che danno il resto di v'm anche i termini 

VAv^q , V 8r— p , . . . t? m— 2r— 2é> , • . . 

e pertanto possiamo concludere che nelle fatte ipotesi q se ^ è pari 
danno il medesimo resto di v m i termini delle due successioni 



/Ty\f ^2»4-e j ^'«v-fi? , v'iiyy^Q , . . . v'm , V'm+Av , . . . 
\ v'iv—Q , V'sv-e > V'ilv-Q , . . . t?'m— 2v-2(> , . . . 

erf // resto comune è Vv — v'^ ; inoltre questi termini sono i soli congrui 
con v'n, sotto le condizioni già dette. 
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2" i termini delle due successioni 

..., v't-tv , r'c , v't+t 
quaìido p è_dispari: il loro resto è v'^, 
V, — Yg se p = 4x + 2 ; v', — vV-p se 

In enlratnii i casi questi termini so» 
ed anche se essendo h^l é verificata i 

Seè A=l (cioè se la successione è q 
ha uno dei quattro valori 1, 2, v — 1 
dal procedimento seguito altri termini 

Spezia, marzo 1901. 



ContrilintD allo studio della • 



I. 

1. Con A, B, C indicherò i vertici i 
opposti a quei vertici, e con A<" , B>" , ( 
tenenti alle rette dei lati a, b, e rispe 

Tre punti A', B', 0', situati sulle rt 
dirò che formano un sistema in cateti 
proporzioni : 

BA' : A'C = 
(1) GB' : B'A = 

AC : C'B = 

dove a, ^, Y sono numeri reali qualunt 

2. Teorema. -- ' Se tre punti risp 
sistema in catena circolare, o le rett 
corrono in un punto, o la retta di di 

Infatti se A , B', C sono quei tre | 
esprimono la loro proprietà di essere 

BA' . CB' . A C 

^-' AV . B'A . CI 

e questa relazione, per noti teoremi, 
proiezioni da uno stesso centro dei ti 
ovvero che sono allineati. 

Reciprocamente: " Se tre punti si 
triangolo sono le proiezioni dei vertii 
sono allineati^ allora costituiscono un 

Se infatti i tre puoti A', B', C, obbi 
nell'enunciato del 'Teorema, sarà verif 
nendo : 

BA' a 
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4". * I punti all'infinito dei tre Iati di un triangolo si debbono con- 
siderare allineati ,. 

b) I piedi delle bisettrici degli angoli intemi di un triangolo e 
quelli delle bisettrici degli angoli estemi formano due sistemi in ca- 
tena circolare coi numeri caratteristici rispettivamente eguali. Se 
infatti A', B', C sono i piedi delle bisettrici mterne, si Iia 

BA':A'C = c: 



BA':A'C = x.- 



Similmente pei piedi Ai, Bi 



BAi:A,C = 



CB' 


B'A = <i:e 


■ 


AC 


C'B=. 


.i;o; 


CB' 


B'A = 1 


X 


AC 


C'B = 


1 1 


61, G, delle bisettrici esterne si 


trova 


CB, 


B.A=.i 


J_ 


AC, 


:C,B = 


_J_.l 



I due gruppi perciò costituiscono due sistemi in catena circolare; 
e i caratteristici dei due sistemi sono: 



1 



1 



Dunque: 

1". " Le bisettrici degli angoli interni di un triangolo concorrono 
in un punto ,. 

2*. Le bisettrici di due angoli esterni e quella del rimanente angolo 
interno concorrono in un punto ^. 

3". I piedi di due bisettrici di due angoli interni e quello della 
bisettrice dell'esterno rimanente sono allineati ,. 

4°. I piedi delle bisettrici dei tre angoli esterni di un triangolo 
sono allineati ,. 



IL 



1. In un triangolo si consideri 
un vertice A, la bisettrice del- 
l'angolo in A e due rette AA' A A" 
facenti angoli eguali colla biset- 
trice considerata. 

Le retto AA', AA" si diranno 
rette isogone; i punti A' A" dì esse 
posti sul lato (i, punti isogoni. 

Due rette isogone sono o am- 
bedue inteme all'angolo dal cui 
vertice escono o ambedue esterne; 
e due punti isogoni sono am- 
bedue interni al lato sulla cui retta 
si trovano o ambedue esterni al 
lato stesso. 

2. Teorema. — "Se tre punti 
formano un sistema in catena cir- 
colare, i loro isogoni formano pure 
un sistema in catena circolare „. 



1. In un triangolo si consideri 
un lato a, il suo punto medio, e 
due punti Ai Ai di esso lato aventi 
distanze eguali dal punto medio 
di a. 

I punti Al Ai si diranno ìm/- 
tomict; le rette AAi AAi rette ìko- 
tomicke. 

Due punti isotomici sono o 
ambedue intemi al lato sulla cui 
retta si trovano, o ambedue es- 
terni ; e due rette isotomiche sono 
o ambedue interne all'angolo dal 
cui vertice escono, o ambedue 
esterne all'angolo stesso. 

2. " Se tre punti formano un 
sistema in catena circolare, i loro 
isotomici formano pure un siste- 
ma in catena circolare ,. 
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Questo punto si dirà polo co- 
niugato isoi/ono del punto comune 
alle primitive rette. 



4. Teorema. — "Se tre punti 
situati sulle rette dei lati dì un 
triangolo sono allineati, i loro iso- 
goni sono pure allineati „. 

Infatti quei punti formando un 
sistema in catena circolare, i loro 
isogoni formano pure (II, 2) un si- 
stema in catena circolare ; e per- 
ciò (I, 2, b) questi sono allineati. 

La retta di questi punti si dirà 
asse coniugato isogono della retta 
dei punti primitivi. 



Il punto comune alle rette iso- 
tomicne di tre rette uscenti dai 
vertici di un triangolo e passanti 
per uno stesso punto si dirà polo 
coniugato isotomtco di questo me- 
desimo punto. 

4. " Se tre punti situati sulle 
rette dei lati di un triangolo so- 
no allineati, i loro isotomici sono 
pure allineati ,. 

Dimostrazione analoga alla 
corrispondente di sinistra. 



La retta contenente i punti 
isotomici dì tre punti desiati di 
un triangolo che sono allineati si 
dirà asse coniugato isotomico A.(A\2, 
retta di questi ultimi punti. 

5. Considerando un punto P del piano di un triangolo come il punto 
comune alle rette che passano per esso e pei tre vertici del triangolo 
stesso, ad esso corrispondono dunque due poli P', P, coniugati di P in 
ìsogonia l'uno, in isotomia l'altro. I punti P', Pi sono interni o esterni 
al triangolo secondochè P è interno o esterno al triangolo stesso. 
Analogamente ad una retta ^ del piano di un triangolo corrispondono 
due rette p, pi assi coniugati di p in isogonia l'una, in isotomia l'altra. 
£ p\ Pi tagliano o non tagliano il triangolo secondochè p taglia o no 
il triangolo stesso. 



in. 

PreDdiamo in esame i soliti casi particolari. 



1". Poiché le mediane di un 
triangolo passano per un punto, 

le loro isogone(simediane) passano 
per il polo coniugato isogono del 
punto d'incontro delle mediane. 
Esso polo è noto sotto il nome di 
punto di Lento ine. 

Oltre questo, si hanno, rispetto 
ad uno stesso triangolo, altri tre 
punti che posseggono una genesi 
analoga a quella del punto ai Le- 
moine. Essi sono i poli coniugati 
isogoni corrispondenti a ciascuno 
dei punti comuni alle parallele a 
due iati condotte pei vertici op- 
posti e alla mediana relativa al 
lato rimanente. Chiamerò questi 
punti, punti secondari di Lemoine, 
mentre il primo sarà detto punto 
principale. 



l". Poiché le bisettrici degli 
angoli interni di un trìangmo 
passano per un punto, le loro iso- 
tomiche passano per il polo co- 
niugato isotomico del punto di 
concorso delle bisettrici. 

Oltre questo, si hanno, rispetto 
ad uno stesso triangolo, altri tre 
punti la cui genesi è analoga a 
quella del polo coniugato isoto- 
mico del punto comune alle tre 
bisettrici mterne. Essi sono i poli 
coniugati isotomici corrispondenti 
a ciascuno dei punti comuni alle 
bisettrici di due angoli esterni e 
alla bisettrice del rimanente an- 
golo interno del triangolo. 
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sappiamo che si ha (II, 2, a si- 
nistra) 

BA":A"C = pc»:ai». 
Si ha poi 

pc BA' re BA" 

56~57C' sb~Tv' 
Dunque 

pc . re ^ 

qb . sb 6* 
E sarà infine 

Si conclude quindi il Teorema: 
' Se da due punti di due rette 
isogone si guidano sui Iati del 
triangolo concorrenti nel vertice 
da CUI escono quelle rette le per- 
pendicolari, il prodotto delle per- 
Sendicolari condotte sopra uno 
ei lati è eguale al prodotto di 
quelle condotte sull'altro ,. (*) 

2. Consideriamo un punto P e 
il suo polo coniugato isogono F. 
Siano X, Y, Z, le perpendicolari 
condotte da P sopra «, b, e; x, y, z 
ie perpendicolari condotte da P 
sopra «, b, e. Per il Teorema pre- 
cedente si avrà: 



Ora 36 P è uno qualunque dei 
punti di Lemoine, principale o se- 
condari, sarà P' o il punto di con- 
corso delle mediane, o uno dei 
Enti comuni alle parallele a due 
li condotte pei vertici opposti, 
B si avrà in ogni caso 



Quindi sarà 

X Y Z 



nA iE.iaAii<_A. iti<> 

sappiamo che si ha (li, 2, a de- 
stra) 

BA, : A,C = ^ : a. 
Si ha poi 

P2._BA, re BA, 
gò^AiC sb~k»C' 
Dunque 




Si conclude quindi il Teorema: 
" Se da due punti di due rette 
isotomiche si conducono su i Iati 
del triangolo concorrenti nel ver- 
tice da cui escono quelle rette le 
perpendicolari, il prodotto delle 
perpendicolari conaotte sopra uno 
dei lati sta a quello dell'altre due 
in un rapporto eguale al rapporto 
delle inverse dei quadrati di essi 
Iati ,. 

2. Consideriamo un punto P e 
il suo polo coniugato isotomico Pi. 
Siano X, Y, Z le perpendicolari 
condotte da P sopra a,b,e; .r, y, z 
le perpendicolari condotte da Pi 
su a, h, e. Per il Teorema prece- 
dente si avrà: 

Xx_Yy_Zz 



Ora se P è il polo coniugato 
isotomico di uno qualunque dei 
quattro punti di incontro di tro 
Bisettrici degli angoli (interni o 
esterni) di un triangolo, si avrà 
corrispondentemente per il pun- 
to P. 

x = y = z. 

Quindi sarà 

X Y Z 



In del Dolt, G. Cak 
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a, 3, Y i caratteristici dei sistema 
A'. B', C. Si chiamino X, Y, Z le 
perpendicolari alla retta A'B'C 
condotte dai vertici da A, B, 0. 
Si vede subito che si ha 

Y:Z = BA':A'C = 

Z:X = CB:B'A = 

X:Y = AC':C'B = 

Qaindi 

(1) A=X„A. 

Se ora A", B", C" sono i punti 
jso^oni di A', B', C, i caratteri- 
stici del sistema A", B", C" sono 
(II, 2, a sinistra) 

J_ Jl^ J_ 
a6" ^ ' fa'' 

E indicando x, y z le perpen- 
colari condotte da A, B, C sopra 
la retta A"B"C", si avrà, come per 
le(l). 



Yrt' aò' iic» 
Da queste e dalle (1) si deduce 
/i>j Xx Yg Z£ 

rt» 6" e" 
Quindi : " I prodotti delle per- 
pendicolari condotte da ciascun 
vertice di un triangolo su due 
assi coniugati isogoni sono pro- 

Sorzionali alle inverse dei qua- 
rati dei lati opposti ai vertici da 
cui sono condotte ,. 

4. Una retta tagli i prolunga- 
menti dei lati di un triangolo nei 
punti A', B', C ; e i caratteristici 

del sistema A',B',C' siano: tì» ^a » 

— r- Siano poi X, Y, Z le perpen- 
dicolari condotte su di essa retta 
da A, B, C. In virtù delle (1) (IV), 
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siano a, 3, Y i numeri coratteristici 
del aistemaAi,B,,C|. Si chiami- 
no X,Y,Z le perpendicolari alla 
retta A|B,Ci condotte dai ver- 
tici A, B, C del triangolo. Come 
corrispondentemente a sinistra si 
ottiene ancora 

*■'' V ^ a 



Se ora Ab, B», C» sono i punti 
isotomìci di Ai,Bi,Ci, i caratte- 
ristici del sistema Ag,Bi,Ct sono 
(II, 2, a destra) 

1 1 1 



E indicando con x, y, z le per- 
pendicolari condotte da A, B, C 
sopra la retta AiBiCi, si avrà, 
come per le (1), 



Da queste e dalle (1) si deduce : 
) Xx = Yy=-Zz. 



Quindi si conelude il Teorema: 
' I prodotti delie perpendicolari 
condotte da ciascun vertice di un 
triangolo sopra a duo assi coniu- 
gati isotomici SODO fra loro eguali ,. 

4, Siano Al, Bi, Ci i punti d'in- 
contro delle bisettrici de^Ii angoli 
esterni di un triangolo coi lati op- 
posti, I punti Ai,Bi,Ci sono in 
linea retta; e i numeri caratte- 
ristici del sistema in catena cir- 
colare Ai, Bi, Ci sono (1,3,6) 

X i- i 

6 ' e ' « ' 
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è soddisfatta da tutti i valori di x delli 

(2) x=Xi-\-ny 

dove »/ è un intero qualunque (*). 
Dalla (1) ricaviamo pertanto 

in cui Ui è un intero, e quiudì da quest 

(3) .„ = E(x,+Mz 

Immaginando sostituite nella funzione 
le loro espressioni date dalle (2) e (3), ( 
(li 1" specie in y, la quale fornirà tutti q 
che corrispondono ai valori di x apparte 
di numeri congrui rispetto al modulo «. 

La funzione intera di 2" specie /(j-, w 
sostituita dalle n funzioni intere di 1' spt 
ora indicato, facendo successivamente Xx 

Questo resultato ci autorizza ad asse 
funzione intera di 2^ specie ad una variai 
meri primi per ogni vcdore della variabile. 

Pertanto la via scelta dal signor Foi 
appare, lo conduce alla determinazione 
eenso da noi stabilito) non potrà mai fa 
glieggiftta. 

Potrà però condurre alla determinazioi 
delle serie limitate di numeri primi. 

II relativo problema si può esprimere 
minare una funzione intera ad una variai 
primi corrispondenti ai valori 0, 1, , , . , k - 

II problema ammette evidentemente in: 
state finora indicate soltanto le quattro 
seguenti : 

j' + ar+U, a:' + x + 17, 2**- 
le quali forniscono dei numeri primi per 
tivamente di 10, 16, 29, 40. 

Quando sia nota una funzione intera 
serie limitata di numeri primi, si posson 
due o più funzioni intere di 1" specie, le 
sieme tutti i numeri primi dati dalla fiinzi 
applicando, per es., il metodo di dccompos 
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3. La prima cosa necessaria per poter fare un gran numero di 
osservazioni, colla massima sicurezza e col minor tempo possibile, era 
costruire un apparecchio capace di far cadere con sufficiente rapidità 
la sbarretta, e registrare automaticamente tanto il numero totale delle 
cadute, quanto il numero dei casi favorevoli. 

L'apparecchio da me ideato, e del quale mi son servito per le 
esperienze di cui in seguito, consta di tre parti principali: 

1°. Un cilindro di lamiera dì ferro sottile, dell'altezza di era. 16 e 
del diametro alla base di cm. 17, aperto ad un'estremità e fissato per 
l'altra ad un asse, messo in rotazione da un movimento d'orologeria. 
Nell'interno di questa scatola cilindrica metto la sbarretta, la quale, 
mediante due arresti disposti internamente al cilindro stesso lungo 
due generatrici diametralmente opposte, viene per un certo tratto 
portata seco dal cilindro nella sua rotazione, e quindi lasciata cadere. 
Ma qui incontra l'altro arresto, che, a sua volta, la porta in alto e 
la rilascia cadere, avendosi cosi una serie non interrotta di cadute 
per tutto il tempo che dura la rotazione del cilindro. Un contatore, 
unito al movimento d'orologeria, indica il numero dei giri fatti dal 
cilindro stesso, e quindi anche, avendosi due cadute della sbarretta 
per ogni giro, il numero totale delle cadute. Nel mio caso, il cilindro 
compieva 12 giri al minuto, e quindi avevo 24 cadute della sbarretta. 

2°. La seconda parte dell'apparecchio da me usato, è quella che 
chiamerò la retina, consistente in un rettangolo di sottile filo di ferro, 
di cm. 8 di base e 15 dì altezza dì cui due lati opposti sono uniti 
mediante un sistema di fili di ferro sottilissimi, ben tesi, ed esattamente 
paralleli fra loro ed agli altri due lati del rettangolo. Questa retina 
vien posta orizzontalmente nell' interno della scatola cilindrica di cui 
sopra, e fa l'ufficio del sistema dì rette parallele tracciate sulla carta, 
adoprato dagli altri, che, prima di me, si sono occupati dell'argomento. 

df. Non rimane ora che registrare automaticamente il numero dei 
casi favorevoli. Per questo, la retina è portata da un'asta, mobile 
intorno ad un asse orizzontale, e fornita all'altro estremo di una punta 
scrivente. Un'apposita molla preme leggermente questa punta sopra 
nna strìscia di carta da telegrafi, che le è fatta ecorrere sotto dallo 
stesso movimento d'orologeria che mette in moto il cilindro. La punta 
quindi viene a tracciare su questa striscia una linea contìnua. Sup- 
poniamo ora però che la sbarretta, di cui sopra, venga, nel cadere, 
ad urtare contro uno dei fili della retina: questa che, come ho detto, 
è mobilissima intorno ad un asse orizzontale, si abbassa, mentre dalla 
parte opposta la punta scrivente si alza, e la linea da essa tracciata 
rimane interrotta. Subito però la molla riconduce la punta in contatto 
colla carta, ed in questo modo ogni caso favorevole ci è segnalato da 
un'interruzione nella linea. 

Cosi stando le cose, caricato una volta il movimento d'orologerìa, 
possiamo abbandonare l'apparecchio a se stesso, non rimanendoci, alla 
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Riassumendo, abbiamo che i valori 
di :: sono • 



Cadute 


Valore 


NO. 


P£B 


100 


3,144 


1000 


3,147 


2000 


3,144 


3000 


3,142 


3408 


3,141 


4000 


3,141 



cioè, nel caso di 3408 cadute, con un < 



Intorno ad una Nota di 



Il mio lavoro: Intorno alla radice { 
pubblicato neirultimo fascicolo di ques 
ad una lettera con la quale il prof. E. ] 
di una sua nota di data anteriore. (*) 
trovo che, posto 

(a + V D) = Pn + 
dove a è la radice quadrata a meno di 

Pn 

la frazione p^ è più prossima alla ra< 

Wn 

ridotta ^-^ dello sviluppo della radice s 

numeratori eguali all'unità, il Ducei afF< 

Ho letto la nota del Ducei, ed ecc 

D = «'+r e considerando il noto svili 



V«« + ,- = a + 2^- 



il Ducei osserva che, quando 2a è prim 
bro sono frazioni irreducibili. Usando 
a dire che, quando 2a è primo con /•, Pn 



(*) Ptriodieop anno 1899, pag. 249. 

Fm 
(**) Perche rr- ^ altresì l'ennesima ridotta dallo svi) 

In Qua Dot« anteriore a quella del Dueci {Periodico, ami 
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glìere e maestro, di dire, sia pur brevemente, della vita e delle opere 
sue. Se non che questo desiderio è amareggiato dalla coscienza che 
la mia parola riescirà troppo inadeguata al compito : valgami almeno 
il huon volere a trovar venia della mia arditezza. 



Nacque l'Ascoli in Trieste da agiata famiglia di negozianti nel 1843, 
ed ivi irequentò gli studi classici, distinguendosi ben presto per in- 
gegno svegliato e per grande amore allo studio, che Io spinse ad ab- 
bandonare il natio paese e passai'e alla Scuola Normale superiore 
presso l'Università di Pisa, dove consegui la laurea in matematiche 
pure nel 1868. A'"enuto a Milano verso il 1870, frequentò presso l'Isti- 
tuto tecnico superiore a scopo di perfezionamento i corsi del Brio- 
schi, del Cremona, del Casorati, del Bardelli, ed intanto fu incaricato 
di insegnare matematiche elementari all' Istituto tecnico C. Cattaneo. 
Vinta nel 1872 per concorso la cattedra di titolare al Liceo Parini, 
ottenne di rimanere all'Istituto collo stesso gi-ado, per opera special- 
mente del preside prof. Bardelli, il quale assai di buon grado ne as- 
secondò l'espresso desiderio, avendone riconosciuta la valentia.Nel 1872 
ottenne la cattedra di Analisi e Calcolo differenziale nel biennio pre- 
paratorio al Politecnico milanese (istituito invece dell'anno prepara- 
torio prima esistente e di cui fu non piccola parte come insegnante). 
dove trovò campo più adatto a svolgere la sua attività e la sua dot- 
trina: e queste cattedre tenne finché visse. Fu socio corrispondente 
dell'Istituto lombardo, e sarebbe passato presto Membro effettivo, se 
la morte prematura non avesse interrotta la sua carriera. 

Ma tornando all'Ascoli, studente universitario, egli si trovò a Pisa 
nell'epoca, in cui, come già in Germania ed altrove, anche in Italia 
e specialmente alla Scuola Normale da lui frequentata, si comincia- 
vano ad elevare dubbi per opera dei chiarissimi proff. Betti e Dini 
su alcuni dei principi dell'Analisi, che o negli enunciati o nelle di- 
mostrazioni non presentavano tutto quel rigore che è proprio della 
matematica: e cercavasi colla scorta anche dei lavori di matematici 
tedeschi di porre su basi piìi solide i princìpi dell'Algebra e dell'Ana- 
lisi infinitesimale. Egli ebbe adunque la fortuna di trovare nei suoi 
illustri maestri sopralodati, chi lo avviò a quell'ordine di idee, chi 
gli mostrò i nuovi campi aperti all'Analisi specialmente dal Weier- 
«trass, dal Riemann, dal Cantor e da altri illustri matematici; ed 
all'Analisi egli si dedicò toto corde e portò un largo contributo. Frutto 
delle sue ricerche sono ben 42 fra note e memorie e forse piìi (che temo 
di averne omesse), alcune delle quali sono veri volumi. Duolmi assai 
che la mia pochezza non mi permetta di fare un'analisi anche super- 
ficiale di questi lavori, che rivelano una mente d'un'acutezza non 
comune: d'altra parte l'analisi stessa porterebbe a scrivere un vo- 
lume. Mi restringo perciò a dare un rapido sguardo, a farne una 
specie di indice, perchè si possa avere un'idea, sia pur vaga, della sua 
operosità. Volendo fare una classificazione dirò che i suoi lavori si 
possono riunire in tre gruppi relativi ai seguenti argomenti: 
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la memoria di pag, 68 Le curve limiti di una varietà data di eur ■ 
presentata airAccademia dei Lincei nel 1884 (Serie 3», voi. XVI ! 
e divisa in due parti, nella prima delle quali illustra il concetto i 
curva piana a distanza finita, e distinguendo le curve in classi i [ 
condo che le successive derivate dell'equazione della curva soddisfa i 
a certe condizioni, illustra ii concetto di lunghezza di una curva i 
espone alcune proprietà: (in due note supplementari presentate t 
quel tomo all'Istituto lombardo (26 luglio '83 e 5 giugno '84) din* 
stra come il concetto di lunghezza di curva piana, secondo la sua e . 
finizione, sin indipendente da quello di derivata e da quello di continuìt • 
alla medesima prima parte della memoria si connette la nota 1 
rami algebrici di curva letta all'Istituto lombardo il 26 febbraio ') . 
Nella seconda parte definisce le curve limiti di una varietà di cur^ i 
e ne trova alcune proprietà. Le stesse cose sono poste in riassun : 
con osservazioni ed aggiunte in quattro note presentate piii tardi i 
l'Istituto lombardo nel 1888 (Serie 2», voi. XXI). 

Approfittando dei concetti svolti in questa memoria, passa ad u i 
studio Sulle funzioni a due variabili reali le quali crescono o decresco • 
sempre net verso positivo di ciascuno degli assi in vn pezzo di piano 
distanza finita, presentato all'Istituto lombardo in quattro notenell8 ' 
(Serie 2', voi. XXII). Per studiare le proprietà di queste funzit ; 
suppone che il contorno del pezzo di piano in questione non sia 1 1 
traversato dalle parallele agli assi coordinati in piti di due punti 
scomponendo il detto contorno in quattro parti o rami semplici d : 
terminati dai punti di contatto del rettangolo circoscritto coi li ' 
paralleli agli assi, distingue le funzioni in quattro specie, secon I 
che crescono o decrescono secondo il verso positivo degli assi: 
seguito considera il caso che nel contomo vi sieno tratti paralleli aj : 
assi. Questo lavoro venne pubblicato più tardi (nel '92.) con li( i 
variazioni negli Annali di Matematica (Serie 2% T. XIX e XX). 

Continua, si può dire, sullo stesso argomento colla memoria 1' 
cerca delle condizioni cui deve soddisfare la funzione Ì{s) dei punti i. 
contorno Ca di un'area connessa qualsivoglia A posta a distanza fini. i 
perchè si possa costruire in qnest'ultima una funzione f (x, y), la qua 
essetido ovunque continua, cresca ognora nel verso positivo di ciaseu i 
degli assi e raggiunga i valori f (»> lungo Ca , Ietta all'Istituto lombari 1 
il 10 aprile '90; non che coll'ultima della specie Delle funzioni reg 
lari in un'area connessa qualsivoglia a distanza finita del '92 (Anni 
di Matematica, Serie 2'',.T. XX), dove chiama regolare nnafunzio i 
dei punti di una superficie, quando questa sia scomponibile in un n : 
mero limitato di parti, in ciascuna delle quali essa si comporti 
uno dei quattro modi detti piìi sopra. 

Anche la teoria delle funzioni a variabile complessa ebbe da 1 
non lieve contributo. Anzitutto una dimostrazione di un teoreinit 
Cauchy (Annali di Matematica, Serie 2*, T. V. Anno 1871). Di pi' 
ispirandosi a lavori del sig. Schwarz sullo stesso argomento (inseri i 
nei Rendiconti della R. Accademia di Berlino e nel Giornale di Creili 
egli presenta undici note all'Istituto lombardo SuU' integrazione dn 
l'equazione differenziale ì'h^O nell'area di un cerchio prima, poi 
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aggiungeva: 'La delìnizìone riportata di numero iiTazionale lia dello 
' scolastico ed è, a mio avviso almeno, tutt' altro che spontanea, la- 

■ sciando in sostanza le cose come si trovavano prima che fosse data. 
' Altrettanto dicasi di tutte le convenzioni fatte in appresso per eeten- 
' dere le operazioni relative ai soliti numeri, anche ai così detti nu- 
' meri incommensurabili ,. Si era perciò proposto di riformare dai 
fondamenti il calcolo algebrico. Egli chiamava Aritmetica la scienza 
dei numeri (interi, frazionari, positivi o negativi). Algebra la scienza 
delle grandezze, ed assumeva a base di questa il seguente postulato: 

" Se nA «A (Iati, .. rappresentano una varietà di segmenti che 
' ognora decrescono, laddove lim aJ>B=0 per n=:<x>, e se nel tratto a,bi 
' inserisco l'altro Baia, in quest'ultimo l'intervallo oA, e eoa via, men- 
' tre ogni segmento appartiene per intero al precedente, si tende ad 
' un punto. In altre parole uno ed un solo punto dell'elemento aA 

* appartiene al tratto Onba. qualunque sia l'intero n ,. (*) 

Postulato che, data la continuità del segmento, egli trovava piìi ac- 
cettabile dell'altro " due classi contigue di numeri ammettono sempre 

* un ente che le separa ,, su cui poggia la teoria degli irrazionali. 

Ciò premesso, si fissi un segmento unità di misura, e sopra una 
retta determinata un punto 0, convenendo di ritenere positivi i seg- 
menti che avendo un estremo in cadono da una banda di questa 
e negativi quelli che cadono dall'altra. Ogni numero può eoa sup- 
porsi rappresentato da un segmento. Quindi poneva la definizione: 

' Grandezza o quantità è un segmento della retta, di cui un ter- 
" mine sia in 0, e che si considera come positiva, se posta da una 

■ parte del punto 0, e negativa se dall'altra. L'estremo della quan- 

* tità diverso dall'ente si dirà l' indice o l' imagine della grandezza 
" contemplata „. Ogni grandezza è cosi rappresentata da un segmento 
se vuoisi dall'indice; se commensorabile, ha il numero corrispon- 
dente; se incommensurabile, no. Dimostrava che in un tratto qualsiasi 
della retta esìstono infiniti punti imagini di grandezze commensura- 
bili, ed anche infiniti punti imagini di grandezze incommensurabili. 
Di poi faceva osservare che una varietà di numeri ir"(r=^l, 2,3. . .) 
tali che le loro successive differenze tendano a zero dà origine ad una 
grandezza (ad un punto indice della grandezza), e ciò in virtU del 
postulato su riportato; e che se due varietà di numeri a„ b,, che dieno 
origine a due grandezze a, 6 rispettivamente, sono tali che lim Ob — ^.^O 
per s = 00 , sarà a^b. 

Fin qui i preliminari che presentò all'Istituto lombardo verso la 
fine del 1895 (Serie 2«, Voi. XXVIII), mentre era già obbligato a 
letto. Sgraziatamente il seguito rimase nelia sua niente: frugando 
ne' suoi manoscritti non vi trovai che qualche pagina, dove è definita, 
l'addizione e la moltiplicazione algebrica, e si trova qualche teorema 
sulle stesse operazioni. 

Per l'Ascoli adunque il numero non è un ente continuo, e quindi 
Don può servire a rappresentare ogni gi'andezza di una data classe. 

(•) Sa qUHtO BtHH 
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Aborrente da tutto ciò che sa di cattedratico, nella scuola ( 
l'amico, la guida degli scolari, più che il professore: i giovani lo s 
mavano assai, perchè sentivano in lui l'uomo superiore, e lo ai 
vano, perchè con essi era sempre equanime; li trattava con boi 
senza bonarietà; e non si impazientava mai davanti alla loro igi 
ranza ad onta del suo temperamento nervoso. Nella sua scuola r 
8Ì sbadigliava, né si dormiva ad occhi aperti; che egli sapeva sem] 
trovar modo di tener desta l'attenzione ed interessare il suo uditoi 

Di carattere sereno, allegro, di spirito arguto, talora finamei 
satirico, la sua compagnia era piacevole ed interessante, perchè anc 
nella nota scherzosa eravi sempre o un'acuta osservazione od un bi 
consiglio. Uomo sempre d'azione, non era fatta per lui la parte 
uditore o spettatore; perciò poco amante di pubblici ritrovi, lo ih 
ben di rado al teatro, mi diceva, perchè non posso star delle ore sed 
ad ascoltare: mentre d'altra parte era capace di passare intere no 
intorno ai suoi lavori. Unico suo svago la bicicletta, che si con 
ceva al suo bisogno di continuo moto, e che pur troppo piìi d'u 
volta gli fu causa di disavventure, perchè assai probabilmente t] 
sportato col pensiero nelle sue ricerche, dimenticava qualche momci 
di conservare l'equilibrio instabile del suo veicolo. 

Il suo spirito forte non si smentì mai nemmeno sul letto del ( 
loro, dove lottò un anno e più col male inesorabile che lo tra\ 
gliava. Egli era conscio della sua prossima fine, che invano i med 
cercavano di nascondergli con parole di speranza: lo si indovina 
dalle disposizioni che andava prendendo di giorno in giorno. E ti 
tavia con pietoso inganno non lasciava trasparire nelle sue par* 
nulla che vi alludesse. Egli guardava serenamente in faccia alla moi 
colla coscienza dell'uomo onesto che ha lavorato ed ha compiuta 
sua missione. Che dico compiuta? No, che la sua attività non ce! 
che all'ultimo momento. Come già dissi, i preliminari dei fondame 
dell'Algebra li fece presentare all'Istituto lombardo, quand'era j 
obbligato a letto: orbene, cosa commovente, delle pagine di mai 
scritto che ho trovato, una era di suo pugno; le altre le aveva detti 
ad una figlia giovinetta, quando già troppo sofferente non potè 
scrivere lui stesso. 

Giulio Ascoli morendo ha lasciato un nobile testamento; l'ami 
al lavoro, che nobilita l'uomo e forma la vera essenza della vita, so 
qualunque aspetto lo si consideri. E più specialmente ha insegna 
colla parola e meglio coU'esempio l'amore alla scienza non co 
mezzo per ritrarne lucro, ma come fine a sé stessa; per la noi 
compiacenza che provoca in ogni animo bennato la conquista • 
vero; perchè rafforza l'animo e lo conforta nelle sventure, trasp 
tandolo in regioni alte e serene, dove non giungono le miserie ei 
pettegolezzi mondani. Ed è ad augurarsi che a maggior incremei 
della scienza e ad onore della umanità si colmino i vuoti, anzi 
venti sempre più numerosa la falange di quegli uomini eletti, i 
quale appartenne il nostro amico. 

G. Risoni. 
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II. — Proposte di modificazioni al liugran 

libri di testo, anche recenti, si continua a dare il 
alle funzioni circolari. In quelle due parole si 

V Linea non vuol dire, prima di tutto, li 
mare equazioni lineari le equazioni di 1^ grado 
2° coirespressione " linee trigonometriche 
rettilinei; ma ciò è inesatto, perchè non si tra 
l'apporti di segmenti ; 

3^ non sono rapporti trigonometrici, ma pai 
propriamente detto, non c*entra affatto, ed è per 
quel triangolo rettangolo da cui si deducono i de 
zione geometrica di quei rapporti è l'intorpret 
analitico indipendente da ogni grafica rapprese 
da lungo tempo il Wronski ed il Cauchy. 

2®. In qualche libro di Geometria per le scuo 
ordinarie considerazioni della vecchia geometria 
proposito a mio credere) delle nozioni che vorre 
tiva, e sembrano, e forse sono, nozioni intruse, 
snra che occorre per trasformare Tinsegnamen 
delle dottrine moderne. Ma questo sarebbe anco 
nella inesattezza del linguaggio; poiché si ha l'abii 
di quattro raggi: Punteggiata armonica di quatt 
il fascio e la punteggiata, sono forme, sono infinità 
di quattro elementi non è un continuo. Proporre 

8^ Al fascio di rette che partono da un punto i 
è una definizione inesatta; si deve dirlo fascio d 
fascio spetta alla geometria tangenziale e la pu 
punto è il più semplice degli inviluppi (il punto è 
come la retta è il più semplice dei luoghi; l'un 
equazione di 1^ grado; ma il fascio è forma di clas 



RimUZlONi DELLE (JUISTIONI 510, 571, 51: 



•> cCPj Si desidera una dimostrazione pura 
Teorema. — Siano ri, r9,r3 tre rette che pan 
Pi.P», r3 l^ loro rispettive coniugate armoniche; 
puntOf le due coniugate pi, pa s'incontrano sulla 
mila ri e le due p8,pi s^ incontrano sulla T2. 

Risoluzione del prof. Retali dì Milano. 

Se A',B',C' sono le intersezioni rispettive di r 
sezioni A", B", C" di pi, ps, ps rispettivamente coi 
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— j, e la curva è tutta conipiean nell'angolo retto di queste 



tHugeoti. Ciò premesso, lo metà dell'area della quartica (2} è espressa dal 

is e Vcos 2» M ; 
ma, ponendo ti^aenS .)/ 2, Tintegrale indefinito è 



= -/7 



1 = -^[ sen 9 .y^ . Vi — 3 sen" tì + are sen (sen tì . V'2)] * = >^ - 

Va 2 Va 

« il rapporto delle aree di (1) e (2j è 

8n<.'_ uà* _ 3 V^ 
4 ■ 2 V 2 ~ 2 

&T5. La potenza del vertice di una parabola rispetto ad un circolo bitan- 
j/tnie ad essa è eguale al quadralo della distanza del veiiiee stesso della corda di 
contatto. 

E. N, Babibibh. 

Ritoluztane « general iuailona del prof. Retali di Milano. 

Se due coniche hanno fra loro doppio contatto, e una trasversale sega la prima 
liei due punti C, C, l'altra in A, A' e la corda di contatto in D, questo ultimo 
punto à un punto doppio della involuzione (A, A'; C,C'). Se poi C è all'infinito, 
6 il punto ventrale dell' iuvoluzione e CD — CA.CA'. 

Ke segue che il teorema enunciato vale non solo pel vertice ma ancora per 
nh plinto qualunque deUa parabola. Se il circolo bitangente è ìoSnitesimo (il fuoco 
della parabola), la corda di contatto è la direttrice, e si ricade nella definizione 
d«lla parabola come luogo dei punti equidistanti dal fuoco e dalla direttrice. 

Consideriamo ora nna iperbole; ed una traaveranle parallela ad un assintoto seghi, 
ni fiuito, la curva in C, un circolo bitangente in A, A' o la corda di contatto in D: 
«vremo CD' = CA . CA' e se i! circolo si riduce a un fuoco F, si ha CD = CF, 
cioè: la distanza di un punto dell'iperbole da un fuoco, eguaglia la sua distanza 
dalla direttrice corrispondente, valutata parallelamente a un aasiiitoto. In altre 
pntole: il rapporto delle distanze di un punto dall'iperbole da una direttrice e dal 
Tdoco corrispondente è Ìl coseno del semiangolo degli assintoti, ecc. 

Altre rliDtuzionl del tlgg. Bianca, Crepai, Fornari e ftegli, 

*••*►• Il luogo dei centri di similitudine dei circoli che sono ortogonali ad 
un eircblo data C, e di cui il centro si sposta sopra una retta fissa r, è una conica. 

E. N. Barisibh. 
HiMluzIone del prof. Retali di Mltano. 

Preso il centro del circolo dato di l'aggio C per origine delle coordinate rettan- 
golari, il raggio del circolo di centro (E, rj ortogonale al circolo stesso è 

VÉ"+n'-«^ 
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580. Trovare i punii d'infiesèione della etirra 

:E*(x^-2)+y'(!''-2) = 0. 

Greinsirest. 
Risoluziant del prof. RetaJI di MLlino. 

L'eqaazIoDa della curva reaa omogeoen e Bcritta nella forma 
(1) (i' + J('l' = 2(i' + y') z' + 2xY 

mastra aubito che la quartica ha un punto doppio isolato d'iafleseioDe all'orìgine, 
centro della curva; le tangenti nel punto doppio sono isotropei la corva ha quattro 
assi di simmetria, che souo gli assi coordinati e le bisettrici degli angoli da essi 
formati. Non vi sono altri punti doppt e la quartica, della decima claase, ha per- 
ciò oltre i dne riuniti all'orìgine, altri sedici flessi, otto dei quali reali, che ora 
determineremo. 

La Hessiana della quartica, dopo soppresso ud fattore namerico, si trova esaere 

(21 (a^* + y'}' s' - xY [8(ar» + y') + 82'] + [x* + y') 2' = 0, 

e dobbiamo cercarne le intersezioni con {!}, A tnle uopo poniamo 

x' + y» = H. xV = r. z = l. 
il sistema diviene 

«' = 2u + 2r 
tt'-(3i. + 8)r + « = 0. 
dal quale si trae facilmente 

« = *•-(- y'=±y6" 
«=xV = 3TVe. 
Gli otto flessi reali sono dunque le intersezioni del circolo x* + y* — V6~= 
colle due iperboli equilatere coniugate xy =: ±yS — V^ì gli ^'t" o^to, due a due 
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Si dimostri che l'area del triangolo COS è equivalente a quella 
del rettangolo MPOQ. 

588. Trovare l'area della curva concoide di un circolo rispetto ad 
un punto dato del suo piano, e applicare il risultato al caso in cui 
il punto è sul circolo. 

589. Risolvere l'equazione 

8x» — 120:* + ej^" — (rt + 1 )= 0. 

590. Dimostrare che 

/-^ [(fi'co3*ft-l-ft'3en*6)sena— («' — 6*)cos3L9enOco36]V9 
(/i'cos'a+«'sen*a)cos"9+(6'8eii"ji+«'cos*a)sen*e-2(n'-i'')sen3ico9asentìcostt^ 
=; T:{a*-\-b^ — 2«icos'a). 

E. N. Baeisien. 
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T. SrsDARA Iìow'3, — Geometrie Exercises in paper folding. Edited and 
Revised by Wooster Woodrufp Behan and David Eugene Smith. 
Chicago, The open court publishing Company, 1901. 

T. Sundam Row di Mndros pubblicò nel 1893 questi esercizi, dei qanli gli fu 
suggerita l'idea da uno dei doni per giardini d'infanzia, consistente in 200 qnHdiflti 
di carta variamente colorati, e che coll'aiuto di un tagliacarte debbono dai bambini 
essere piegati in vart modi. Egli ai propose dì studiare una quantità di esercizi 
geometrici che si possono riaolvere, senza fare uso della riga e del compasso, ma solo 
ripiegando coavententemente un pezzo di carta e adoperando una striscia pure di 
carta per riportare delle lunghezze ; ed in questa via egli ottiene dei risaltati assai 
soddisfacenti, ed interessanti, in guisa tale che la sua operetta può molto util- 
mente servire per invogliare i giovanetti allo studio della geometria. L'operetta si 
compone di 14 capitoli di cui diamo qui l'elenco. 

i. 11 quadrato. — II. Il triangolo equilatero. — III, Quadrati e rettangoli. — 
IV, Il pentagono. — V. L'esagono. — VI, 1,'ottagono. — VII. II nonagono. — 
VIII. Il decagono e il dodecagono. — IX. Il pentadecagono. — X. Serie. — XI. Po- 
ligoni. — XII. Principi generali. — XIII. Le sezioni coniche. — XIV. Curve varie. 

Nei primi nove capitali l'autore insegna a costruire il rettangolo, il triangolo 
rettangolo isoscele e i primi poligoni regolari ripiegando convenientemente un pezzo 
di carta, e da queste costruzioni ricava anche le piii notevoli proprietà di queste 
ligure e le misure ad esse relntive. Il capitolo X contiene uno studio delle serie 
aritmetiche, geometriche ed armoniche; l'XI la teoria generale dei poligoni regolari 
ed il calcolo del numero n; il XII contteno dei principi generali sulla congruenza, 
simmetria e similitudine delle ligure, concorrenza di rette ecc.; gli ultimi due sì 
occupano delle coniche ed altre curve celebri. La nuova edizione fatta dai profes- 
sori Beman e Smith per gli studenti americani dilferiace poco dalla prima; <' 
notevole per l'eleganza tipografica e per l'aggiuntA di numerose e belle figure ripro- 
dotte dn fotografie che rappresentano la carta piegata in modo da ottenere i re- 
sultati indicati dall'autore. 
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Deteimìnanti fìgmti e determìnaiiti speciali 



E noto (V. LucAS, Théorie des Nombres, pag, 57) che per numero 
figurato 'E\ d'ordine q^ s'intende il numero eguale alla somma dei p 
primi numeri figurati d'ordine q — 1, avendosi perciò 



e quindi 



F% = FVi + Fp^-S 
essendo F% = 1 per qualunque valore di p, quindi 



n- 


j„_p(p+i), 


ed in generale 

p(p+i)...(p+^_i) 


Sia dato il determinante d'ordine n: 




^11 ^la • • • ^iii 






^21 ^32 • • • ^2u 


— D. 




^ul ^ii2 • • • ^nn 





Diremo determinante figurato dedotto da D d'ordine n, di classe ^ e 
di grado q^ il determinante che si ottiene aggiungendo agli elementi 
della (s -f- 1)*"*'* linea del determinante dato il numero F\, a quelli della 
(s -f- 2)™», il numero F^^a ed in generale a quelli della (s + r)™* linea il 
numero F\, essendo s-\-r<^n^ s potendo avere uno qualunque dei va- 
lori 0, 1, 2, ... n — 1 ed r variando da 1 ad n — s. 

Risulta il seguente determinante, che indicheremo con D'^q , 



«11 

«21 



«12 
«22 



«in 
«211 



= D\ 



«.+1. 1 + F\ «.4-1. 2 + F^^i . . . «.+1, „ + F\ 

a.^r, 1 + ^•'r «.tr. 2 + F^ . . . «.^,, „ + F\ 
«ni + F\.. fl„2 + F\.. . . . «„n + F\_, 

In particolare diremo triangolare il determinante D'^^^ aritmetico il 
determinante D^, unitario il determinante 1)%^ che si ottengono rispet- 
tivamente dal determinante fondamentale D, considerando ì numeri figu- 
rati F\, F\, F^. 



* « m.^ 



.v-r..V 






« 
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la particolaie risulta: 

D-,-D,-+'=D-,-D = i:rt o,. [■IV, 8 [jjv 

Dando a q nella forinola (2) successivamente i valori q, q- 
2, 1, si ha: 

D% = D%_, + D,;+' ~ D 
I>,_, = D%_j -f- D,t; — D 



D-, =D-, +D/+ 
D-, =D'„ -|-D,' + 



e sommando membro a membro le q eguaglianze, ui ottiene la formola 
(3) D'., = ]>.,'" + D;tl + ■ ■■ +Dj'+' + D/i' + D.'+'+D-« — ,yD; 
ed esaendo 
si ha D", = D.-+' + v;,^,„ ove i;]"„ 

(■l) D-„=D„'+'+D;ti + . . . +D3"+' +D.'+'+D,'+' +D.-+'+^Ìja.+,,j-?D. 
Se è 

si ha il teorema: 

Un determinante figurato di classe a e di grado q, dedotto da vna 
dato D, è eguale alla somma di ^-{-l determinanti figurati di classe 
a 4- 1 e rispettivamente di grado q, q — 1, ... 2, 1,0 dedotti dallo stesso. 

Determinanii poligonali. — È noto (V. Lugas, loc. cit.) ohe un nu- 
mero poligonale F\ di q lati ò eguale alla somma degli r primi termini 
di una progressione aritmetica, il cui primo termine è l'unità, e che ha 
per ragione •/ — 2. Si ha quindi 

Diremo allora determinante poligonale di classe s e di grado q, il 
determinuute A',, ottenuto aggittugendo agli elementi della (s -f- 1)"'" linea 
il numero P",, a quelli della {s -j- 2)'"* il numero 'P\ ed in generale a 
(|uelli della (a -\- ?■)"" il numero P'if ■ 

Risulta facilmente (con dimostrazione analoga a quella fatta per la 
formola {!)), essendo i-|-j'<.m, 
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1 



FV. - FV.-, = f - « = P»,.. ; 



per essere 

e quindi, essendo 

A-, = D"i = S„ayP'',_. + D, ove [tj».+, e 
si ottiene 
(8) D"i, — D,'+' = D"i — D = A»g — D. 



D"l". 



Teorema. — La somma di tre determinanti triangolari di classi si 
cessive, è eguale al triplo del determinante triangolare di classe meo 
fra le considerate, aumentato, di Syay, ove [i]"„ se s — 1, s, s-|-t, so 
le classi dei tre determinanti. 

Infatti, essendo F% = !P^_i =0, si ottiene: 

Da-' +D%+D,«+' =3D+Suau (F^...^., +FV. +FV.-0 ove [t]"„ e [J] 

Ma la somma dì tre numeri triangolari consecutivi diminuita di u 
unità, è tripla del triangolare medio, è cioè 



onde 



FV.-1 + F^i-. + FV.-1 = 3F»... + 1 ; 



D»-' + D«, + Da-+» = 3D + 3Sya,jFV. + 2ua«, ove [i\\ e [j]-, 
e perciò 
(9) D,-' + D«a + Da'+' = 3D«a+Sijau, ove [i]\ e [j]\. 

Se il determinante fondamentale è nullo, alcune delle formolo trova 
si semplificano. Si ha in tal caso: 

1*. La differenza di due determinanti figurati della stessa classe e 
gradi successivi, é eguale al determinante della classe successiva e il e 
grado è il maggiore dei gradi dati, è cioè: 

2^. La differenza di due determinanti poligonali della stessa classe 
di gradi successivi, è eguale al determinante triangolare della classe su 
cessiva, cioè: 

3^ La somma di due determinanti triangolari di classi successive, 
un determinante quadrato, cioè: 

4^ La differenza di due determinanti triangolari di classi successiv 
è un determinante aritmetico, cioè: 

Nel caso in cui, essendo D =|= 0, sia 

Syay = 0, ove [i]\ e [j]\, 
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rispettivamente dì grado m, m — 1, ... 2, 1, 0. Tra due fanzioni coni 
cative sussiste, per nn dato valore di s^ la relazione: 

ove è [ip.fi . Indichiamo con D'*„,_, il determinante costruito nel mo 
indicato con la funzione /*«_, (a7i). Abbiamo allora: 

((0,) D^_,= D + >;u«„/-..a^...) /'"'«« L'-l-+' « [-^-l" 

(«0.) D,„»+' = D + St, a„ A,, (a;,_. . ,) , ove è [j ]".+, e fj l"i • 
Essendo : 

n II 

Su^u fin (^i-.) = Ali (-^i) Sj a«+i,j + •••+/!« (^a- ) 2!j a„j , 

1 1 

n n 

1 l 

per la relazione (o)), risulta 

n 

S^ayAn C^-i-.) 2yau^„-i(a7,«.)=A„ (a7o) 2]ja.+M + . . . + /'ni(«37n-.-l)Sia„j 

1 

n 

= /;.iC^o)2ja.+i.j + 2yay/;„(a7i^,-,), ove [i]V2 e [j]' 
1 

Dalle eguaglianze ((Oi), (0)2), (cos) risulta allora 

1 
Dando ad m successivamente i valori m^ m — 1, . . . 2, 1, risulta 

D«^ = D,„-+» + D'*^-, + r„, {xo) £j a.+t. j — D 

•I 

1 



D», = r)i'+' + D-. + A (a?,) Ì;ja.+,, j - D ; 

1 

e quindi, sommando membro a membro le m eguaglianze ed osservan 
che si ha inoltre l'eguaglianza 

n 

D"o = Do*^^ + /i (^0) Sj a.+i, j , essendo /i (a?) = costante , 

1* 

abbiamo 

D-„=D„'+^ +DH;i^+...+D,'+»+Do"+^+Sjr:c.+,.j/;(a:o)->nD, ove [jy\ e [r." 

Se poniamo in particolare f^ (.r,) = F'^i (numero figurato d'ordine 



/V(.^o)==F-o=0, 



essendo allora 

si ha la formola (4). 
1^ Dalla formola 

D^^D + SuZ-C^OcpCrOau, ove [iy\ e [j]\, 

dedurremo il valore di parecchi determinanti. 
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Perciò si ha nel prini 


e co 






S. ».. s,....*,. 
»., P. P. ■ ■ ■ »... 


= 


4, i. 


P.. 




».,. ».. '..... *nn 




i, J, 


».• 


.'. s,', 



(Per iin'&ltra lìimoatrazìone ilella Tormola 
di Battaglini, voi. VI, pag. 357.) 

Casi partìCOlaPÌ. — Supponiamo in particol 
ili j che Butliliafi alla lirnitaKÌone 1 < s < » , 



« per ) 



¥U--) = 



(p (^0 = 

e quftlnnqne sia i si abbia /■{3r|) = 
(Si noti che ò i-= 1, 2, ... s- 
Apptifiando la forinola (2), abbi 

(3) iy;^ = n\ax{x — nY- 

II determinante T>"f^ è della forma: 



. + 1 



2a 2x 2a 



. 2n 



strie sax 



Il determinante A che compare nel 2" mei 

(«.-<■)-. 

Si ha perciò ìl teorema: 

Un def.rminanle dell'ordine n avente gli el 
all'unità, gli n — 1 elementi principali rima 
gli altri elementi eguali ad a, Ita per valore 

Qnindi essendo m un numero qualunque, | 
esprimere la (« — ])'"" potenza di nn numero 
naute d'ordine n ad elementi non nulli. 

Essendo 



(4) 

abbiamo in particolare 



i _(«-«)■-', 



per a^x — 1 
per a = x-\-l 

Se nel determinante 



D^-*(P) + S«,fi 
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e quindi si ha la formola 

M = (], (a)) — («41 (a) — x,^' (x) ). 
UerivaDdo rispetto ad x, sì hn 

^ = 4,- W - ( (» - 1 ) ■),■ (») - ».;■■ (») )■ 

^3 3/1. .Vi' ■ ■ ^n-i sono le radici del polinomio ()t'(^), si ba 
^' (a:) = « {a; — y,) (j; — yO ■ ■ ■ C^f — y.-i ) = «Q (a;) ; 



ffM 



■.lQia:)-iif~lìQ{x)-xQXx))]n. 



L'espressione 

è il valore del determinante di onliae n — 1, analogo per forma al de- 
tormioante M e che in laogo delle Xi, radici del polinomio 1^ {x), ha le y, 
radici ddlla prima derivata di ^(x). 

Casi particolari. — Sia x = ha per un valore di h che soddisfi alia 
limitazione 

I<.A^M, e sia Xf^ia. 

Abbiamo allora 

^(x) = (ì, ([,' (^) = (a: -,rO...(a;-T^.O(^-^hM)- ■■(*'-■■>*„) 
onde, indicando con M' il determinante speciale che ne risulta, si ha 
facilmente 

(3) M' = xi/ {x) = {— l)-''(i"A ]{n — h)l 

Il determinante W ó della forma 



ha a 


a . 


.a 






h i l . 


. 1 


2a ha 


2n. 


.2a 






2 h 2. 


. 2 


ha ha 


ha. 


.ha 


^ 


fi 


111. 


. 1 


na na 




. ha 


» n ». 


. h 



Il valore del determinante M" che compare nel 2" membro è quindi 
(9) M- = (-l)->(4-l)!(«^J)!. 

In particolare per /i=:l, essendo 0! = 1, si ha 
(iO) H". = {-l)-'{n-l)!, 

che è il valore del determinante 

1 1 1 1 ... 1 

2 1 2 2 ... 2 

3 3 l 3 ... 3 
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-1 è P" = (— l)"-"(n5 — 1) e per 5 = 2, riaulu 



= (-l)-(2«-l). 

— 2)5" e per 5 = 1, si ottiene 



Per e + 5 = è P'" = (- 



(15) 



P,'" = 



2... 1 
-2)-'(« 
1 I ... 
- 1 1 .-. . 



= (-2)- («-2). 



l 11...- 

5*. b>e nel deteiniiiiante gè uè mie : 

I>f,==l'(p) + |ifiCPi)^ 

poiiiatuo 6j=;0, si ha indicando con Q il determinante cbe si ottiene 
Q-(-l)-'SA...6.,(»-l), 



e per 6, =. I 


rinulta 


Oli, 
10 1. 


.1 
.1 






(16) 


Q-= 


1 1 0. 


.1 =( 


-1)- 


(» 




I 1 1. 


.0 





Se tutti gli elementi principali sono nulli, ecoetto ^,, e^tsendo 1 <.s<n, 
si ha facilmente, iadicaudo con R il nuovo deterinìnante: 



(17) R= (_!).-. 

e per fi( = 1 e p, = 1 ( 



.fta(«^-(«-nw 



(18) 



= {- !)"-' = 



Oli. 
10 1. 



1 1 1...1 

1 1 1...0 

Per un'altra dimoatrazione della formola (11): 
N = (-!)■■ (4.(8) -5^- (5)) 

vedi ToRBLLi, Giornale di BaCCaglìni, voi. II, p" 
Per i determinanti Pi'", formola (15), Q', font 

vedi Pascal, / determinanti, pagg. 183-185. 
6°. Riprendiamo la forinola generale, 

D,y = D + Su «(,/■ (a?i) tp (x^) , 

e consideriamo il caso in cai il deter 
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giacché, come e noto, iu un determinante emisimmetrico d'oidiiie dinparì, 
»ì ha: 

7°. Supponiamo uia D un determinante ortogonale. AbbiiLino allora 

au=Dau e D=±l 
e quindi 

Ponendo in particolare 

f[Xi)^<f{xi)^l, qualunque aieno t ed j, 

risulta 

Df,^ = D(l + i;iif7u), ove i,j=l.2...». 

Si ha perciò il teorema: 

S« si aggiunge l'unità ad ogni elemento di un delerminante ortogo- 
nale D, il nuovo determinante che si olitene ha, (astraendo dal segno), 
per valore la somma degli elementi di D aumentata dell'unità. 

Attilio Or epa s 



SOPRA DOE TIPI DI REIAZIOKI 

fra i prodotti delle coppie di matrici coniugate formate coi medesimi elementi 

I, Siano A e B due matrici rettangolari coniugate, (*) formate la 
prima cogli elementi ''kt ( - ^- i ' o' ' ) ^ '^ seconda cogli elementi 
b\\, j. i' ^' ' )■ nella quali, per fissare la idee, siano corrispon- 
denti le verticali d'egual rango. 

Supposto n<_q, ae poniamo 

(1) Cil. = «kI^I + rtMfc|,+ . - , -\-(iu„K, 

abbiamo 



A.B = 



C|,A,a+l. ..&,.„ 
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e quindi, per la precedente, 

n(i-i„) = ±n(D-D„) 

E facile dimostrare ube ad un nnalogo resultalo si pervieDe ancbe 
Dell'ipotesi ella le verticali della matrice A corrispondano ad « verticali 
di B tioD del medetiiiuo rango, e quindi posyiauio enunciare il seguente 
teorema: 

Date le due matrici reltangotarì coniugale A e B, pevmuliamo in 
tulli i modi possibili gli elementi d'una oriizontale qualunque apparte- 
nente alta prima; »ce gli fimo una di queste motrici e da essa deduciamo 
tutte le matrici che si ottengono permutando in lutti i modi possibili dite 
elementi appartenenti alla orizsontale prima considerala,- infine molti- 
plichiamo la matrice scella e tutte ijuelle dedotte da essa per B. / pro- 
dotti delle differenze fra il primo e ciascuno degli altri prodotti é costante 
(in valore assoluto), qualunque sia la matrice scelta da principio. 

3. -Date ancora lo due matrici rettangolari A e B, deduciamo dalla 
iniiU'ice A le n ! matiicì jierinutniido in tutti Ì modi possibili gli elementi 
d'unu sua orizzontalo qualunque; sceglinuiotie n -{- l fra queste, ed io cia- 
scuna facciamo fra gli elemeuti di quella stessa orizzontale n jierniuta- 
ziooì simili. Otteniamo COSÌ (» -|~ 1)' "'atrici oouiugate alla matrice B. 
JUitltiplicliiamo queste matrici {ler B, e consideriamo il determinante d'or- 
dine n -\- l formato con tali prodotti, disponendo in una meitesima oriz- 
zontale i prodotti ottenuti con matrici dedotte da una delle h -|- 1 matrici 
scelte ed in una medesima verticale i prodotti derivati da matrici, per 
ottenere le quali si sono fatte delle permutazioni simili fra glì elementi 
della orizzontale considerata. 

Indichiamo con Pn, Pi», . . . , Pi.„fii le permutazioni degli elementi 
della orizzontalo considerata iii A, che figurano uelle n-\-l matrici scelte. 
Operando sulle P per » volte delle sostituzioni simili, otteniamo altret- 
tanti gruppi di n -|- I permutazioni, die possìaiiio Indicare eon 

P„ , P„ , .. . , P=.„ + M 

pj. , Pj. , ... , p.!.+., 



Se con A/'r,. (''i s:=l, 2, . . . , n -\-l) indichiamo il determinante che 
risulta dal prodotlo della matrice, dedotta da A, clie corrisponde alla 
permutazione P,., par B, il determinante prima definito è il soguente: 
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permuiiamo in ttiili i modi jwsiiiiili (e a {p le b), ed iti una qualunque 
•Ielle espressioni cast oUetiute permutili ino in tutti i ttiodi possibili due 
delle a (o due delle b), il prodotto delle differente fra l'espressione scella 

e ciascuna delle („ j da essa dedotte é costante (in valore assoluto), qua- 
lunque sia l'espressione scelta fra le ii ! ottenute in principio dalla data. 

II. Se nell'espressione 

•.!■, + . .i. + .--+«.K, 

permuiiamo in tutti i modi possiliili le a (o le b) e scegliamo n -|- 1 fra 
le I) ! espressioni ottenute e poi in ciascuna di i/ueste facciamo n permu- 
iasioni simili fra le a (o fra le b), it determinante d'ordine ii -f 1, che 
Ila per elementi tutte queste espressioni, é identicamente nullo. 

Infatti l'espresiiioiie couaitlerata eqiiiviile evideutemeute al proilotto 
ilulltì [lue inatrìuì i;oiiiiigato 

|n,o,...<,„| , |V>....M. 

CuDeo, febbraio 1901. 

Dott. Luigi Carlini. 



Di dae nuove forme del teorema di Wallace 

nelle sue esteiisioui 



I. Nel gioi'jinle «Le ni a tematiche jiui'e ed applicate» (voi. I, □. 11] 
ho iJubbliuato una estensione del teoidma di Wallace (comunemente noto 
come teorema di Sìmsou) non solo al eatjo di uu poligono completo iti- 
aci'itLo in un cìrculo, ma aucho a figiue piuue composte ili punti, rette 
e circoli pasaauti per un puuLo &aso, delle tonali il poligouo iusurtlto è 
iiu caso pai' ti col a t'e, e uello quali si veriGua uuu ooirelazioiie fca le rette 

Suopo di questa breve nota è di detiui'ivere più conipletameule quelle 
lì);ure, rilevando un nuovo principio di duitlitù e deduuendo per il teo- 
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I. / piedi delle rette isocline, tiecondo un 
lunque, condotte dal punto Z a tutte le rette ■ 

della figura cpr^-i- 

II. Le rette isocline, secondo vn ani/a/o 
condotte per tutti i punti della figura tp, (o 
goìto ijuesti punti con Z, sono le rette della 

Per r= 1, il I è il r.eoremii lU Wallad 
figura (pr, o pei' r^ 1 lispetto alla figui'a rji. 

Le diinoatrazioni sono ovvie jier i primi i 
iwiisiileri la tigura 'jJr^ ^ ^i eHtRndoiio fauilinei 
ngli altri casi. 

4. O.-iserviumo a\i« la figiira ^^ ^ pìenaiii 

parnbole ae — 1 ^ i* <" n — 2. Entro questi li: 
remi litio nuova forme. 

denti ì pnnti «he uoniiiremlono non 2 aruhi i 
tangenti corrispondenti delle varie pHvabole 
che nono luoghi ilei pialli delle rette isoulinc. 
d'iiidinazioiie, liondotte dal fuoi:o comune nll 
rabula. 

I due teoremi possono allora enunuinraì i< 

I». f punti comuni ai circoli passami per , 
denti i punti della figura if, sono i punti di 

II„, / punti corrispondenti dei circoli ile 
della figura cp,_i. 

Ih. Le tangenti corrispondenti delle parai 
rette della figura cpr+i- 

IIi,. Le tangenfi comuni alle pnrahole di / 
genti eorriupnndenti le rette della figura tpr , s< 
Sassari, ilictMnbire 1901. 



I. Dall'aritmetica elementare si aa elio i 

«1 'li «3 . , . Il, 

(licesi una progrex^imie 

arifmetiea dì [ oriiiìie, se la dift'e- 1 geoimir. 

renza fra ogni suo elemento ed zieiLle ( 

il precedente è nn numero fisso | al ynov. 
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4. Fra un elemento qualunque delle successioni considerate e i loro 
primi elementi c'è la relaziono: 



(II) 



■i^n 



Tale relazione ò infatti evidente per ^ = 1; ammessa vera per q 
essa è vera anche per (y+1) perchè dalle (I) e (II) si ha che:" 

-?;('iv +Kr7V. = 



='('iV—+(:=;)a + 

'òV"+?('iV - 



essa è dunque vera sempre. 

5. Fra uit elemento qualunque delle successioni considerate e quelli 
della data c'è invece la relazione: 

(III) A„_S',(-i)-- (''7')a,..,.. 

Tale relazione è infatti evidente per p ^= 1 ; ammessa vera per p 
essa è vera anche per (p + l) porche dalle (I) e (III) si ha che: 

'"""=E;-i).^f-v,..„„+a-i).-.f7')A,.,,,.= 



=5.(-l)" 



:,->/p-n 



+<-i)'r„ A,„+a,(^i)- 



.,^.,„(f;)A„+S(-,,-r(V)+(r!)l^ +(>... 
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sioni dedotte restano immutati; che, moltiplicando per un fattore fìsso 
tutti gli elementi della successione data, vengono moltiplicati per quel 
fattore anche tutti gli elementi delle successioni dedotte; che le suc- 
cessioni dedotte dalla successione somma di più successioni date sono 
le successioni somme delle successioni dedotte dalle successioni date. 

Ne scendono tosto i teoremi seguenti sulle progressioni aritme- 
tiche : 

Aijfgiungeìido un midmdo fix»o a lutti gli elementi dì una progrp.t~ 
nione firitmetka, l'ordine di questa e la sua differenza ultima restano 
immufati; 

Molfipliraiido per un fattore fixxo tutti gli elemetitì di una progren- 
sione aritmetica, l'ordine di questa resta iininutaio e la sua dìffereiua 
ultima viene inollipUeata per quel fattore; 

La successione somma di pia progressioni arilmetirfie è una progres- 
dune aritmetica d'oìiìine eguale all'ortfine massimo delle progressioni ad- 
dendi e colia differenza ultima eguale alla somma delle diffei-ente uUime 
delle, progressioni addendi arenti ordine maxsimo. 

9. Se la SHceeitsione Ai,„[n = l,2, 3, ] ^ una progre^xìane arit- 

melira /l'ordine m e colla differenza ultima A, la su<res/tione: 

A',,. = H.A,j. [« = 1,2,3,....] 
è una progressione aritmetica d'ordine (tn + l) ^ ™"'' differema ultima: 
(m + l)A. 
Infatti dalle (a) (b) e (IH) si ha clie: 

(», + l).A = (.»+l)5„(- !)->('") A,,„,+,_ 



(( + *)A,.,4..= 



Con successive applicazioni del teorema ora dimostrato si vede poi 
che in generale: la successione: A",, —h''. Ai,„[h = 1,2,3, , .,,] è una 
progressione aritmetica d'ordine (m -|- p) e rolla differenza ultima: 

(m + rt.(.» + p-l)....(m + l).A-^'i±?.A. 



= (». + l)2h(- 


-')-'l 


-5Ì-1)-+- 


nV' 


='2,',(-l)-+'- 


rr)(' 


= À'.,,.,. 





PERIODICO DI MATEMATICA. 187 

il. Non si trovò ancora un criterio generale per riconoscere se 
una Ruccessione data è o non è una progressione aritmetica. 

Nei casi particolari sono però aposso utili i precedenti teoremi e 
la tegola seguente: 

ha successione: Ar.„ [n ^= 1, 2, 3, . . .] non ì' ntin progremone aritine- 
lira se t suoi elementi sono alfenialimmetife maggiori e minori di un 
ìiiwiero fisso C. 

fio infatti detta successione fosse una progressione aritmetica, lo 
sarebbe, pel n. 8, anche la successione: A,,, — C[h^ 1,2,3,., .], i 
cui elementi sono alternativamente positivi e negativi e che quindi, 
por la (III), è tale che: Ap,,^^0 qualunque siano p e q: 

12. Come esempio di progressione aritmetica abbiamo la succes- 
sione: h'"(m=1,2,3,...J, che è di ordine m e colla differenza ultima \w. 

Basta infatti osservare che la successione: n[M = l,2, 3, . . . .] è 
una progressione aritmetica di 1' ordine e di differenza ultima 1 e 
ricordare l'ultimo teorema del n. 10. 

La relazione (II") (IV") (a) e (b) applicate a tale pro' 
danno poi le identità: 

»-=.|„(i+*ri.(-i)-(»-')(J), 
f*-=à,(i+/,r|u(-i)-'(i;,)(J), 



'S(-i)"C"t'')(s+*)~=o. 



13. Data una successione di numeri diverei da zero: 
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e una progressione geometrica trortliiie (p + q) * eoi quoziente ultimo: 
ip+q 
Atipia. 

Infatti, come abbiamo già osservato al n. 10, indicando con Cu 
[ft = l,2, . . . ,5] dei fattori fissi, si ha che: 

B, , = -r- «" -h Sh Ci, »'-'■ 
e quindi che : 

Dai teoremi precedenti risulta poi che le successioni: 

aT^" [n = 1,2,3....] ed A^'f" [» = 1.2,3, ...] 
sono progressioni geometriche rispettivamente d'ordine 

(p-\-q) e (p + 7 — A); 
che quindi la successione: 

aJI';' [« = 1,2,3....] 

è una progressione geometrica dello stesso ordine e collo stesso quo- 
ziente ultimo della progressione: 



è cioè appunto una progressione geometrica d'ordine (p + y) e col 
quoziente ultimo: 

A^i !!: =A ^-^. 

21. Indicando con K un numero iìsso è evidente che la si 
sione: K''[»(=:l,2. 3, . ..] è una progressione geometrica di 1" 
e di quoziente ultimo K. Per l'ultimo teorema del n. 19 vedianK 
the la successione: 

K^° ■"' == (K"/""" ^ [« = 1, 2, 3, . . .] 

è una progressione geometrica d'ordine in e col quozient- 

Se la successione: B,..[ti=l,2,3,..,] è una progres' 
d'ordine g e colla differenza ultima B, in modo anale 
nel n. precedente si ha: che, indicando con Ci, [/<=} 
fissi e con A un numero fisso: 
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FICJGOLE ITOXE 



1. — Sn due itvto dimoa trazioni di un teorema di TriKOHoaietrln. — 1 
vnri trattftli di Trigonom«trÌA trovasi dimostrato il teorema: La di/ferema 
un area /hmÌIÌco t miuore dì un quadraiitt, e il guo seno è minori d»l sala del 

diU'arco; cioè 

Mi occuperò di duo dimostrazioni di questo teorema, e proverò che l'ai 
incompleta e fondata su afTermazioni inesatte, e che l'altra ha bisogno di qua 
ngiiiiinta, perchè troppo sommaria. 

2'. La prima trovasi nella trigonometrìa del Sebbbt, tradotta dal Fbsruo 
in quella riveduta dal TolomeO ed è la seguente. 

Premessa la formola 

«i dimostra l'altra 

m ".|-.™f...c..f>.-«-(i+i + ...+^) 

nel seguente modo. È noto che 

da cui risulta 

e a piii forte ragione 

quindi sarà pure 

e a più forte ragione 

.O,^.CO,^..0.^ .. 1 -,■ I 3, + j; + ijy) . 

Coiù proseguendo si giunge evidentemente alla (2|. Ora la (2) è vera por < 
lunque valore di n, amie sarà cera anche a lìiiùte, cioè quando h = x>, ma 
tale valore di n si ha 

sicché, tenendo presente la (1), si ha 
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3". Ln secooda dim ostruzione, di cui ho fatto parola in principio, è la piti usata 
e trovasi nel testo franceae del Sebbet, nella tradazione italiana del Gaissi, nel 

(ìli autori, partanda dall'identità 

senSx = Ssenx — 4sen'x 
giungono facilmente all'altra 



<^ + 38eii'^ + ... + 3' 



ed Hggìnngono: ' Questa eguaglianza, essendo vera per qualunque valore di », sarit 
'vera anche' a limite per n — xi. Ora il limite del primo membro ex — sena-, 



• dunque anche il secondo tenderà allo stesso limite; mi 


«perO<«L. 




è sena < v. 


* dunque il limili' dtl tecondo membro è minori del Ho 


,iU ver^O cu 




'erge la prc- 


* grensioiie geometrica 









' Questo limite è — , dunque x — sen» <; — ,. 

Ciò è perfettamente rigoroso, clià la (5) è una serie a termini positivi eoDver* 
gente e il secondo membio della (4) è una serie a termini positivi e minori dei 
corrispondenti termini della (5), quindi essa è convergente e la sua somma è minore 
della BAmma della (ò). Ma il giovine che studia la trigonometria, ignora la teoria 
delle serie e quindi considera la (5) e il secondo membro della (4) come dne va- 
riabili Il e e tali che ti > i> e, per i teoremi che conosce, ne deduce che a limite 
può anche essere lim » = lim o. E non saprei dargli torto. 

Per rimuovere ogni dubbio si può procedere come ho fatte per la dimostrazione 
precedente, oppure nel modo seguente 

..-.=4(i;-..„.-|-)+4(i;-3,».|j)+...+,(j5;,-s-.,.„.i), 

che le differenze del 2* membro sono tutte positive. Al limite si ha 

ma il secondo membro è positivo, dunque 

lim(.,-r)>0 
cioè lini!.>limr. 

Dott. Gustavo Sanhiji. 
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PERlOmCO DI MATEMA' 

Ritoliulonl dil lig. Bianca « della tlg* G. Longob. 

Siano S' e ^ la superficie e il perimetro del t 
triangolo riebieato omologo al lato a di T' si ha, < 
perimetro di detto triangolo : 

S ; S' = I* : a* 



ed essendo— 7^; -^ quantità costanti, dei triango 

sarà di massima saparficie e perimetro qaello il e 
quello i cui lati sono paralleli alle cougiungenti i 
tengono i segmenti deacritti sui lati di T e capaci 

578. Se ti ita 

<,, + 4„- = fìxVrw + yV'i 
titetìdo ip e <!> funzioni a eot/fieìenli rtali di x e ij. 



dx* rfy* 



Riioluzion* dalia tig.* Gabrlelina Longobardi, ft. U 
Infatti: ponendo iVl + i + y Vi — .* = i si ha 

dx'^ dJ:* d^^ ^ ' 

dji dy dz 

e sommando membro a membro 

dx' '*' dy'"^' \dx* "*" (!!/• 
e perciò si deve avere 

dx* dg' ' dx' ,i 

fiStt, Trovare il luogo dtl centro delie ellUa 
lano per mi punto dato e toccano tuia reità data. 

RiiohRlM» dalla SIg.* G. Longobardi di Napoli. 

Gli usai eieno ortogonali, il fuoco F l'origine 

dato P(«, o); e sia (-("■.ci) la retta data. L'equaxi 

La (I) passa per F se 

a h g s 

h b f _ 
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rispettivamente l'equazioni dell'elisaoide e dei piani tangenti in P. P. Si ha aubito: 



la normale in P aono ordinata 

1» ' 1» ' li 



J coseni di direzione della normale in P aono ordinatamente -jr- , 7771: < Tu-' 

quelli della corda Fp"Bono: '^ ~^ , ^ "~ ^ , ^- ^ -i con |i = PP; e quindi 



Analogiimeute trovasi: 
Epperò ; 



pcos? 



■"•«■—n^l^+^f + ^^ì- 



ì»S4. Sinno ABCD quattro punti concidici di una iptrboh tqiiHaUra. Si 
(limottrinn le tegnenti proprirlA. 

1°. La prrpendicolnrt condotta da C od AB incontra Viperholt in titi pttnto E 
diauielralmenle oppotto a D, 

2°. Il circolo di diametro AB passa per 1 punti di contatto delle tangenti al- 
l'iperbole parallele a CE. 

3°. Il circolo che ha per diametro il segmento avente per estremi i punti medi 
di AB e CE passa per il centro dell'iperbole, 

E. N. Bahisirn. 

Risoluzione dei prof. Retali di Milano; Bianca • Itegli. 

1°. Il punto E è l'ortocentro del triangolo ABC. Supponendo E interno e D 
esterno al triant'olo. abbiamo BAC — 180° — BEC = bIÌC. dunque la corda BC è 
vista dai punti D ed E aotto angoli supplementari e DE è un diametro. 

2°. Sinuo (i ed H le ulteriori intersezioni dell'iperbole col cerchio descritto 
soprn AB come diametro: poiché i triangoli ABG, AGH son rettangoli in G ed H, 
le lengenti alla iperbole equilatera in questi due punti sono perpendicolari ad AB. 

:l" Se O è il centro dell'iperbole e K, L sono ì punti medi dì AB e CE, i 
diametri OK, OL sono coniugati a dite direzioni ortogonali e perciò perpendicolari 
fra loro, perchè due diametri coniugati dell'iperbole equilatera eon coniugali Ìao- 
gnnati rispetto agli assintotr. 

SS5» Il luogo dei centri delle iperbole equilatere circoscritte a mi trian<iolo 

•»SO. Si trovi il luogo dei centri delle iperboli equilatere tangenti a tre rette. 

E. N. ItAitiaiKN. 
Riaoluzione del prof. Relali di Milano. 

a) Le coniche circoscritte a un trian<>ulo ABC e separate nrmonicnmente da 
■Ine punti I, J formano un fascio, e il luogo dei poli della retta [IJ] rispetto ad 
esse e la conica passante per I.J e coniugata rispetto ni triangolo ABC. 
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di specie doìa. Una trattazione elementare, con note bibliogi'afiche, 
lewitz (programma n. 99 del Sophiengymnasinm zu Berlin 1890 
cking in un notevole lavoro sulle rette reciproche (Seitensymmeti 
d. Math. u. Phys. 2^» Reye XVI Teil. 1898, pag. 271) tratta nied 
zioni quadratiche dei fasci di 3* classe di rette reciproche, e in pari 
che inviluppa la curva di Steiner, alla quale applica ancora il n 
semplificando le ricerche di Schr5ter colla considerazione del secc 
tersezione delle rette col circolo dei nove punti (direttrice della 
luogo contemplato dalla quistione. 



• Siano i7 vertice d'una parabola, S il vertice della n 

plinto qualunque della parabola, C il centro di curvatura relativo 

proiezioni di M suWasae e eiUla tangente nel vertice della parabol 

Si dimostri che Varca del triangolo GOS è equivalente a q\ 

gaio MPOQ. E. 1' 

Risoluzioni del prof. Retali di Milano, del sig. A. Crepas e della sig. 
gobardì. 

Sia x^ = 2pg la equazione della parabola: l'ascissa di C, cem 

relativo ad M (§,15) èl jj ed OS=p dunquo l'area del i 

espressa da 

p'' 2 ~ ^ • 2p "~ ^^' 

o80» Risolvere l'equazione 

8x« - 12ar* + 6a:» - (a + 1) = 0. 

E. N 

Risoluzioni dei proli. Cassani, Padoa, Retali, Russo e del sig. L 
del R. I. T. di Venezia; sig.* Gabriellna Longobardi e sigg. Occhipinti, Gre | 

L'equazione proposta si può anche scrivere così: 

(2a;* — 1)» — a = 
e perciò si ha 



1 1/ *— 

= ± -^-V2-f 2Va. 



2 

590» Dimostrare che 

p-» [(a*co8»e-f6*8en'9)8ena— (a«— 6^)cosa8en9cose]V 

Jq (6'co8*a-|-a*sen*a)co3*8H-(6*sen*a-|-rt''cos'^a)8en*tt — 2(a*— ò^jsei 
= «(a'-|-6' — 2aècos*a). 

E. :^ . 
Risoluzione della sig.' G. Longobardi di Napoli. 

E facile vedere che la frazione data può ridursi a 
quindi i' integrale I a 

f ^ /*2.'» , r «94-' « ^ , o»— W ^^ . (A2 Rena a 4- a» co«a aUg » — 

ab 






e tenuto presente il significato di un integrale definito come lii 

Avrà 

I == ve («2 _|. ^2 _ 2ah cos* a). 
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ti che la vecchia separazione del cnlcola differen- 
ento sin cosa aesolutHinente nrtiScisle quflDto In 
a stsreometria e per conseguenza da abbando- 
narti SODO così intimi che ciascuna di esse può 
tenendole anìte. Dal punto di vista didattico poi 
del calcolo integrale col differenziale permette 
di tempo e di fa in ili ari zzare molto presto i gio- 
ii corso di matematiche pure o la scuota di 
10 dell'integrale, abituandoli molto per tempo 
col metodo della separazione non imparano 
' integrale . altro che verso la fine del coreo. 
1 alla pubblicazione di questo libro, pregevo- 
informato alle idee sopra accennate, lieti 
ra nell'avvertenza, avendo adottato da oltre 
ella fusione, abbia trovato i risaltati dalla 

che ha adoperato neil' insegnamento uni- 
da moltissimi anni ha dato e dà risultati 
imia Navale di Livorno. 
lall'autore per attuare il suo concetto in- 
oltre alla teoria dei limiti di successioni 
iB enunciato quasi contemporaneamente 
Voltefra ed altri, e che serve poi per 
ondizioni di esistenza di un integrale 

definizioni come quelle di liiiiilt supt- 
ore stabilisce il concetta d'integrale 
ne proprietà; poi la continuità e di- 



) od esempi di funzioni 
inche in tutto un intervallo, ed ac- 
Ila tangente ad una curva e l'eai- 
. che la derivata di un integrale 
priore è eguale alla funzione sotto 
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gomeutì sulle correnti alternative è fatta per colui che, non s 
nella dottrina elettromagnetica, ma che ha altresì molta famigl 
e ueile applicazioni elettrotermiche. 

F. Enriques. — Lezioni di geometria descrittiva puM 
del Ds Umberto Concina. Bologna, Zanichelli, 1 

L'egregio A. espone gV intendimenti che lo hanno guidato 
colle parole seguenti: 

* Non sono interamente concordi {giudizi dei colleghi ir 
*• deve essere attribuito alla geometria descrittiva, neirordìne 

* versi tari. Fra le due estreme tendenze di coloro che vor 

* questo insegnamento dalle pure tendenze tecniche delle appi 

* che ulTopposto vagheggerebbero di surrogarlo con un corso 

' geometria analitica e proiettiva, parvemi si potesse tentare 

* ciliazioue .. 

* Stringere sempre piìi saldamente i legami fra le maten 

* cate, e mostrare come i due indirizzi, il teorico e il pratici 

* un tronco comune, tale è lo scopo che ho intaso proporre 

'li quale scopo mi è anche parso conforme alla tradizi 

* Monge, e adatta alle esigenze delle nostre scuole, frequent 

* studenti „. 

* Giacché sembra opportuno, per una parte, che i futuri 

* sempre pia le naturali attitudini dell* intelligenza colla e* 
" meglio apprendano a valutare l' importanza delle teorie, attinj 

* prensione dei principi che reggono le applicazioni ; per Tal 

* diosi delle matematiche pure, lungi dal ritirarsi troppo prc 
' ricerca astratta, meditino lungamente i problemi pratici da 

* delle matematiche trae la sua orìgine „. 

1 concetti esposti nei periodi citati sono svolti nell'opera 
e vasta coltura matematica che distinguono il valente profe; 

L'opera si divide in due parti. La prima è vera e propri 
tiva e si compone di 9 capitoli, dei quali i primi 3 trattano il 
zioni centrali, i 4 successivi la proiezione ortogonale di Mon 
assonometriche, il 9<> le proiezioni quotate. 

Nella II parte, composta di nove capitoli è largamente a 
nazione di geometria analitica, di geometria proiettiva e di j 
propriamente detta, di cui è fatto cenno nei l'ipoi-tati periodi 

Ecco, sommariamente l'ordine delle materie trattate. 

Gap. I. — Linee piane e coni. Contiene i fondamenti del 
piane algebriche, trattata analiticamente, le formolo di Pliic 
numerosi esempi di curve notevoli algebriche e trascendenti. 

I risaltati ottenuti sono poi estesi ai coni considerati coi 
o come proiezioni di una curva piana. 

Segue la rappresentazione dei coni e cilindri coi due me 
principali problemi sulle intersezioni dei medesimi, ombre, e 
dei coni quadrici e dell'elica. 

Gap. II. — Linee gobbe e sviluppabili. Oltre le generalità 
ticolare Telicoide sviluppabile, la sua rappresentazione, il su 
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I teoremi del ralor medio negli integrali dei 
e le loro principali applicazioni 



Col presente lavoro cerchiamo di rendere più no 
teoremi del valor medio, relativi agli integrali defini 
reali di variabile reale. Nel far questo però ci siamo s 
di porre in vista le condizioni che si richiedono per la 
secondo di mostrare che è sempre possibile dato a calce 
graie definito di un prodotto di due funzioni ridursi, con 
di un certo valor medio di una delle due funzioni, tra qi 
assumo relativamente all'intervallo d'integrazione, al e 
integrali definiti delle singole funzioni, i quali avessi 
limiti dell'integrale proposto; terzo di mostrare quali ; 
sistono tra i valori medi, che compariscono nelle forme 
mazione, che sono l'espressione analitica di questi teorei 
di estendere le formolo trovate al caso d'integrali defin 
complesse di variabile reale. 

Accenniamo poi alle principali quistioni di cui si trovj 
ricorrendo a questi teoremi e ci fermiamo in particola 
a dimostrare due teoremi relativi agl'integrali improj 
una questione relativa allo sviluppo di Taylor, sopra un 
a quello di Marlaurin detto altrimenti di Eulero, per il 
niamo una nuova forma di resto. 

Strazzeri 



I. 

Proposizioni fondamentali. 



I. Letnma fondamentale. 

Se ao, ai,...an, e bo, bi,...bn sono delle grandezze 
mero finito ed inoltre ao, ai, a2, . . . a» hanno tutte lo desi\ 
si può scrivere 

(a) aJh + ajh + • • - + ^n^u = («o + «i + . . . + «n) ' 
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t ìe grandezze b©, bi, . . . b» sono tali che le somme 

8^ =60 

Si —00 + h 

Su = io + il + ^ 
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«n = fto + 61 + ia + . . . + in 

siano tutte comprese fra due grandezze fisse A e B (A < B) allora si può 

scrivere: 

(3) ajbo + axhi + . . . + «n^n = a© M (5), 

essendo al solito M (s) uìì valore oppoìiunamente scélto fra A ^ B. (*) 
Infatti poiché si ha: 

60 = *% il ^ *^l ^Oj il = ^2 i^i, . . . , ^ Oii^=^ Sn «*?n-l 

si può scrivere: 

(1) Ooio + »lil + . . . + «nin = So (do — Al) + «1 («i — «a) + . . . 

e poiché le a variano non crescendo delle differenze: 

«0 «1 , di Cl2j «2 a8,...,aa_i «n 

quelle che non sono nulle saranno tutte positive come a,, e quindi 
per la proposizione dimostrata resta provato il lemma suesposto. 

Se le grandezze positive a variassero non decrescendo allora in- 
vece delle somme s potrebbero considerarsi le altre 

Co = i» 

Oi = in + in-i 

C2=Ìn + Ìn-l + Ìn-a 



On = in + in-l + in-2 + • • . + ia + Ìl + Ìo 

e si dimostrerebbe egualmente l'uguaglianza 

(3) «oio + Olii + . . . + «n in = OnM (o). 

Lasciando cadere l'ipotesi che le a siano tutte positive e ritenendo 
solo che esse variano sempre sullo stesso senso potremo dalla (1) de- 
durre due formolo importantissime. Se adunque le a variano sempre 
nello stesso senso le differenze «» — ai, ai — a^. . . a^^i — «n avranno 
tutte lo stesso segno, per cui applicando (a) avremo: 

(2) aoio + ^'lii + «2Ì2 + . . . + «nin = So («0 — ai) + 81 {ai — a») + • • • 

. . . + Sn-i («n-l ~ «n) + «n^n = M (s) [Oo ~ «n] + «n «n 

ove con M{s) si deve intendere una quantità compresa tra la mas- 
sima e la minima delle somme So,Si, . ,Sn-\. 



(•) riCABD, Traile d'anal^se, Voi. 1», pag. 200. 
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I teoremi del valor medio negli integrali definiti di funzioni reali 
di variabili reali. 

I. Teoretna usuale del valor medio. 

Sì&iio f{x) e rf{x) due funzioni reali di variabile reale definite 
in un intervallo (a, V), (a < b). Ammettiamo che (p(x) mantenga sempre 
segno costante in {a,b). Dividiamo questo intervallo in ti intervalli 
parziali : 

(a, Xi), (a;,, x,), {x,, x.) . . . {a:,_i, 6). 

Per le ipotesi fatte le espressioni: 

te — a) qi(a), (xi — a:,) <p(a;,), ... (6 — x„_,) cp(a;.-,) 

avranno tutte lo stesso segno. Moltiplicando rispettivamente per 
f{a), f(xi), . . . fixn-ì) e dopo aver sommati i prodotti parziali così otte- 
nuti applicando alla somma il teorema (a) avremo: 

{x,-a)9(a)f{a)-\-{x,-x,)^(x,)f{x,) + ...-\-{b-x..,)<f{x..,)fix..0 = 
{ix,^a)v^a) + ^x^-x,)rf(x^)+...{b-x,.,)^^X,.,}}ìl(f). 

Se qualunque sia il modo di dividere l'intervallo (a, b) in intervalli 
parziali, questi impiccoliscono tutti indefinitamente quando il loro 
numero ti tende all'infinito e se il primo ed il secondo membro del- 
l'ultima eguaglianza ammettono in tal caso limiti che non dipendono 
dal modo con cui si fanno decrescere le ampiezze degli intervalli 
parziali, per l'usuale definizione d'integrale definito si potrà scrivere: 

(A) / fix) f (x) dj: = U(f)j\ (i) dx. 

Ora se f(x) è una funzione continua {*) in (a, b) essa è necessaria- 
mente finita in questo intervallo ove ammette, come ha dimostrato 
Weierstrass, un massimo ed un minimo ed inoltre non può passare 
dall'uno all'altro di questi valori senza passare per tutti i valori in- 
termedi. Quindi invece di M(^) potremo scrivere f{E,), intendendo con ^ 
un opportuno valore di x compreso tra a e b. Allora l'ultima ugua- 
glianza diventa 

{a'+') f fix) ¥ ix) dx = m) f » ix) dx. 

Osserviamo che per 5 ai deve avere almeno un valore in (a, b) e 
ciò necessariamente nel caso che f(x) sia funzione continua, ma non 
è detto che non se ne possa avere piìi d'uno. 
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Per fissare le idee supponiamo che la tp (x) vari 
in (a, 6). Allora se conaideriamo la differenza dei due 
da (p(x) negli estremi dell'intervallo (i-f-l)'"'""* 

9(a + .-A)-9(a + + l)A) 
essa non può essere che nulla o positiva. 
Poniamo per semplicità 

rfi+, = (' + 1) Iv (a + ih) - (F (a + (» + 1) A)] 

f{x)+na+h)-^...+na-\-ik) a = i, 2, 

»i-j., — — — ^1 j — — — 

intendendo con f{a + l'A), sia detto una volta per tutte 
dei valori di cui è sempre suscettìbile fix) per ipotesi 
fa + (A, a (»' -|- 1) A], per quanto ristretto questo possa 
Ciò posto si avrà: 

'li+di+d,+...+d„^[^{aì+v{a+b) + -f[a-i-2h)-\-...+^((i+{ 

ed allora bì potrà scrivere 

/■(«)T(o)+/-(o + A)T(a+S)+... + 9(o + (n-l)J)/( 

= »,,(o) + (2«,-,,),(a + *) + (3&-2»,)»(n + Si 

+ ()i»n — (n — 1) s„_i ) cp {(( 

^.iidi-\-Stdi~\~s»dt-\-...-\-a„-id„.t-\s^,ida-i-\-marfii 

= S.di + 3^ + S,rf. + ... + S..,</„-,+ S.-, (/... + ,'.„<?„ 

Essendo tutte le d non nulle positive, chiamando al 
un certo valore compreso tra la massima e la minima 
si potrà scrivere: 

+ Cp(« + («-l)A)~HÌ)| 

oppure moltiplicando per k =: — — 

f{a)^(a)h-\-fia+h)v(a+h)k-\-...+f{a+(n~l)h;eU 
=M(^){rF(<i)A+T(«+A)A+...+,(«+(H-l)A)A-(6-«)rp(fc 

Facciamo adesso in questa uguaglianza tendere 
supponiamo soddisfatte le altre condizioni enunciate 
la (A), In tal caso il primo membro della precedente 

l'espressione in parentesi del secondo membro (...) di 

le A tendono a limiti che restano sempre compresi ti 
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2. Teoretna di Bonnel. 

Allorché i valori assegnati per f{x) hanno tutte lo stesso segno, 
che per semplicità supponiamo il positivo e si succedono sempre nello 
stesso senso da a a 6, possiamo applicare alla somma: 

S={x,-a)<p^a)f{a]-\-(x,-x.)vV^)f(x,)-\-...+ ib-x.^^)<fix,-.ìfiJ:,-,) 

già considerata al principio del numero precedente, il lemma di Abel, 
sostituendo le grandezze Oo, Oi, «i . . . con i valori /"(«), f(xt),f[xi) . . . 
ed assumendo: 

s. = (p («) (j-i — a) 

3i = =(1 {a) (xi — a) + cp (xi) {xt — Xi) 

jj, = <p (a) (j-, — a) -j- tp (xi) (x» — X,) + cp (.r.) (t, — x,) 



a.> = rf>{x^.,]{b — x.,,) 

0» = tp (j-.-i) (b — x^.i) + <f (j„-,) {x._, — j-„_,) 

0. = 9 K-.) (6 - -<■. -i) + f (J--.) (-'■-1 - -r.->) + 9 (.r.-^) {J-.-. - ^.-0, 

Adottando adunque la (P) o !a (S') secondo che f{x) varia da n a ^ 
non crescendo o non decrescendo si avi'à nel primo caso: 

S = f(a)ÌHsì 
e nel secondo: 

Facendo crescere n all'infinito come nel numero precedente S di- 
venta uguale all'integrale 

/f{x)rp(x)dx, 

mentre le somme s tendono ad integrali della forma 

/''p{.T]<i.r, (fl<|i<6) 

ad integrali della forma 

f^{x)dx, («<ii<è}; 

per cui nella prima ipotesi M (s) resta sempre compreso tra il mas- 
simo ed il minimo di Jqi (j-) lìx, uno dei quali è lo zero, consìderandc 

questo integrale come una funzione del limite superiore definita ir 
(rt, b), e nella seconda ipotesi M (o) resta sempre compreso tra il mas- 
simo ed il mìnimo di J":p(:r)rf.r, considerando questo integrale comi 

una funzione del limite inferiore definita in {a, b). Quindi se quest 
integrali sono funzioni continue di detti limiti indicando con ^i ui 
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Nella forinola (y'+') consiste il teorema di Du-Bois-Reymond. 
Questi ne diede due dimostrazioni: la prima ha per fondamento 
la trasformazione identica: 

/ /■ W q> W dx = naì f » W dx + f m-) - /■(»)] V M 'i'. 

ripetutamente applicata, la seconda che riportiamo per la sua sem- 
plicità, presenta l'inconveniente di presupporre l'esistenza della de- 
rivata prima della funzione f{x). 
Si consideri l'intejìrale doppio 

fdxr{x)s\{«)d». 

Integrando per parti scegliendo J^y{u)du come fattor finito si 
avrà: 

fr Mdx/:f (») du = \fM j\ (») d„]""+ JfM^M dt 

=-n<'ì fv w dx + /V w ? w dx 

cioè 

/Vu) tp w dx=mf-t w dx + fr m dx s\ (») <(»■ 

Ora poiché si suppone f(x) funEÌone sempre non crescente o sempre 
non decrescente in (a, 6} la sua derivata, supposto che esista avrà 
sempre lo stesso segno in detto intervallo per cui si può, applicando 
la (a'+'J, far uscire da sotto il secondo segno d'integrale la funzione 

S ^[u) du, dando ad x un opportuno valore compreso fra net. 

Un'altra dimostrazione sorge immediata dal lemma di Hankel, ed 
un'altra in fine abbastanza rigorosa ne è stata data dal Meyer, (*) 
che noi omettiamo per semplicità. 

Dal suo teorema il Du-Bois-Reymond ricavò nuove condizioni per 
la sussistenza dell'usuale teorema del valor medio (»'■•■'). Dette con- 
dizioni vengono espresse nella seguente proposizione. 
La trasformazione 

./■V(.r),(.r),;.r = /-«),/■',« 

è lecita, quando /"(.r) nell'intervallo (n, 6) o non cresce mai o non de- 
cresce e quando posto 
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III. 

Relazioni fra g, ^i, gs e ricerca di questi vak 

I. Abbiamo già visto nella dimostrazione del teorem 
Reymond fondata sull'integrazione per parti che il vak 
stesso che bisogna dare a ^ quando si vuole fare usci 
segno integrale la funzione 

(1) E (r) = S\ in) du 

neir integrale 

adoperando la trasformazione (a^"*"^). 

Di ciò si può dare un'altra dimostrazione indipend ; 
grazione per parti, supponendo però sempre che f(x) si; 
che ammette la derivata prima. 

Quando in (y^"^^) si sostituisce al limite inferiore a 
bitrario y compreso nell'intervallo (a, h) la (y^"^^) sussi! 
vire a definire il valore ^a come funzione di y. 

Così si ha: 



(2) Sf{x) V (x) dx = f{y) /<p (x) dx + f{b) /, (. 

Per la (1) è 

^S b b 

/9 (x) dx =/(p {x) dx —J^ (x) dx = E{y) — ] 



b 



ed allora supponendo in E (y) =S'^ W ^^-^'j V variabile 
sarà 

Nella stessa supposizione differenziando la (2) rispet : 



- m ? (y) = f (y) [E (y) - E (^.)] +f(y) [- cp (y)-^ 
Cloe 

-df + ^^^^^f(y)-f(ì>)-^^y^fW=T' 

Questa è un'equazione differenziale di primo ordì : 
integrale 

E (^«) = f(y) 1 f(i) fm E (y) dy 
ove e è una costante arbitraria. 




li 
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si considerino partitamente i due integrali del secondo membro. Nel 
primo si operi il cambiamento di variabile 

x^=s-\- a 
si avrà: 

(7) ffM 9 W dx =j"n» + «) 9 (« - a) ds. 

La prima derivata rispetto ad a di f{s-\-a) si annullerà per »=[! — ti. 
Per le ipotesi fatte si potrà scrivere 

M ./T(» + ") »(» + «)*-/■« + »)/i"'(« + o)<l» 

meglio 

flrìx + «) - fiv^n 9 ('>) d^ =[/■(!+«)- fiv^)ìf7(^) rf- 

con I compreso tra o e ^i — «■ 

Si consideri, ciò posto, la curva la cui equazione intrinseca è 



I») 



a-r'(»+o)F 



ove con p s'intende il raggio di curvatura nell'estremo mobile N del- 
l'arco lungo s a contare dall'origine fissa degli archi (^ = 0). 

Riferiamo la curva al sistema di assi cartesiani ortogonali indivi- 
duato dalla tangente (asse della x) e dalla normale [asse delle y) nel- 
l'estremo M dell'arco OM lungo (|i — a). Se <\) indica l'angolo che la 
tangente in N fa con la tangente in M si avrà 

'4*= f -^ds= f — = arco sen f(s-\-a) 

cioè 

f {s-\-a) = sen 4». 

Se M e p indicano rispettivamente l'ascissa e l'ordinata di N si 
dovrà avere 

. =, /■ sen * <t. -/r (. + 0) .;. = f (« + o) - / {,.) 

« ^J^ cos iji da =./ Vi — /'* {s + a) dn. 

La densità della curva nel punto N ci sia data cp {.■< + «); allora 
le coordinate del centro di gravità di OM ci saranno date da: 



,f <p(s4-a)rfs 
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e si pone 

il valore di /*(5) ci sarà dato dall'ordinata co 
tro di similitudine dei circoli osculatori nei \ 

IV. 

I teoremi del valore medi 
negli integrali di funzioni complesse di 

Supponiamo che nell'integrale 

b 

Sf{x)^{x)dx 
la /*(jO sia funzione complessa della variabile 

v\x)+iq{x\ (i=V= 

La formola che corrisponde alla (a^"^^) qi 
reale e di segno costante in (a, 6) anche ii 
a G. Darboux (**). Per ricavarla egli ragiona 

Sia .ri il valore di x che fa assumere al 
massimo valore |ii e se si suppone che cp (j?) sia 
si avrà 

b ^b 

modi Jf{x) «p (x) dx < jii /cp ( 

e quindi indicando con X un certo numero il 
l'unità si potrà porre 

Sf{x)r^{x):^\f{x,)j\{x] 

Facciamo osservare che se il modulo di 
(a, 6), X avrà un modulo sicuramente inferic 
ammessa la continuità di f(x) in (a, è), si pu< 
d'infiniti valori 5 di a? tutti compresi in (a, h\ 

(10) /V(.r)q)(.r)rfx = e/*(5)/q)( 

ove al solito 6 è un numero il cui modulo no 
uè può essere inferiore al modulo di X. 



(*) CcsABO, Gtomttt'ia Inti-instca, pAg. 86. 

(*•) Dabbuux, Sur ie» div9loppemenl9 en sèrie dtt fonciions d 
LionPÌlU, S. 3*, T. 2, 187U.) 
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La forinola (10) si può facilmente estendere al caso in cui al posto 
della funzione complessa f{x) si pone una funzione F {z) di variabile 
complessa 2r = X4-iY, quando ad ogni valore di x preso nell'inter- 
vallo reale («,6) si fa corrispondere un valore di z. 

Assegnata allora questa coiTispondenza, se per ogni valore di x 
corrisponde un sol valore di F {z) la (10) evidentemente sussisterà, 
purché il modulo di F {z) non diventi mai né infinito né indetermi- 
nato, conservando l'ipotesi che ^(.r) conservi lo stesso segno per x 
variabile in (a, 6). 

Se il modulo di F {z) diventa indeterminato in un numero finito o 
infinito di punti, purché da detta indeterminazione sia in generale 
escluso il valore infinito, la (10) può ancora sussistere, se ai valori x 
variabile in qualunque intervallo piccolo a piacere compreso in (a, h) 
corrispondono valori di a? = X + e'Y per uno almeno dei quali la fun- 
zione F {z) ha un valore determinato (V. Dini, Fondamenti). 

Sorvolando su considerazioni di questo genere, rispetto agli infi- 
niti del modulo di F {z) si conclude che in generale la (10) sussisterà, 
dopo aver scritto F {z) al posto di f{x\ quando la corrispondenza as- 
segnata tra X % z h tale che per x variabile da a a ò non si ritrovino 
poli e punti singolari essenziali di F(2f). 

È chiaro che per ^ allora si deve intendere uno dei valori che 
assume z in corrispondenza dei valori di x quando però il modulo di 
F(^) é una funzione continua, e ciò non necessariamente. 

V. 
Applicazioni dei teoremi dimostrati. 

I. I teoremi del valor medio sono di massima importanza in mol- 
tissime quistioni di calcolo, alle principali delle quali noi accenne- 
remo. 

In tutti i trattati di analisi si fa uso del teorema (a^"^^) per dimo- 
strare che: se una funzione reale di variabile reale è sviluppata in una 
serie uniformente convergente di funzioni 

FW=/i(x) + /2(:r)+A(.r)+... 

ogni integrale definito di F (r) aventi i Jimiti nel campo di variabi- 
lità di X in cui si verifica la convergenza uniforme dello sviluppo 
sarà uguale alla somma degli integrali dei termini dello sviluppo. 
Infatti indicando con R,i (.r) il resto della serie si avrà : 

fv (x) dx =Sn W d-r +//i(^) +. . . +/A (x) dx +/ Rn (x) dx 
= /Vi (jO àr +/V. (a-) + . . . +/Vn M dx + R (?) {b - a). 
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In corrispondenza di questo teorema sulle serie abbiamo le se- 
guenti due proposizioni sugli integrali definiti che hanno uno dei 
limiti infinito. 

1". Se V integrale 

/9(x)dx 

Art iHj valore finito e determinato, godrà della stessa proprietà l'integrale 

quando O'^c'^1, nel quale intervallo (0,1) esso definisce una funzione 
continua di e, che ekìamereino F (e), il cui limite è per e tendente all'unità 
il valore dell'integrale 

/»(x)dx. 

2°. Per ogni valore di e positivo ed inferiore all'unità di una quan- 
tità finita, e del resto arbitraria, avranno significato tutti gì' integrali 
della forma 

J" c-^j." T (x) dx 

ove n rappresenta un numero qualsivoglia però finito, esclusi i valori ne- 
gativi quando lo zero è compreso neW intervallo d' integrazione, ed in par- 
ticolare la derivata di F (e) sarà data nelle stesse ipotesi da 

,/"xc""'9(x)dx 

se però ^ (x) 3» mantiene sempre finita da x :^ a arf x ^ oo. 

Le dimostrazioni relative si baseranno sul teorema di Bonnet come 
il teorema di Abel, anzi esposto, ha per fondamento il lemma di questo 
illustre geometra. Supporremo per semplicità il limite inferiore « po- 
sitivo. 

Poiché adunque ì'J'ip[x)dx ha significato godranno della stessa 

proprietà anche gl'integrali 

S'<f{x)dj; J%U)dx 

il 

quantunque sia ^i, purché compreso tra a e l'oc. 

Allora in virtìi dell'osservazione fatta al n. 2 di questo Gap., es- 
sendo e" una funzione decrescente si potrà scrivere per la (^'^') : 

F (e) ^J'V 9 (x) dx = c'J'^ {x) dx, o < §, ^ oo . 

Questa eguaglianza prova la prima parte del teorema 1". 
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Sia p un valore arbitrario ma finito superiore ad a, si ha: 
F (1) - F (e) = /[l - C-] <p (x) d.r + J\ (x) dx -/> <? (x) rfx. 

a P P 

Essendo l — c^ una funzione crescente di x, applicando la (p'^-*-^ si 
avrà: 

CI p p 

Facciamo adesso tendere e all'unità, mentre p cresce continuamente 
in modo però che e*' tenda ad 1, il che può ottenersi pigliando per 

esempio: continuamente p = '-f==^ poiché allora si ha 

Il — e 

limc»» = lim[l~(l — c)F = limf [l— — »1'^}'^ = 1. 

Ora quando p cresce i due integrali J cp(.r) dx e J tf^ {x) dx ten- 

p I» 

dono a zero a causa della convergenza di 

qt{x)dx e di J c^^(x)dx 

a « 

mentre YJ ^p (.r) rf.r resta finito, poiché ^i sarà sempre compreso tra 
a e p. Quindi concludendo, al limite si avrà: 

lim [F (1) — F (e)] = 



c=l 



cioè 



F (1) = Hm F (e). 



c=l 



<yOsi resta del tutto provato il teorema V. 

Riguardo al teorema 2^ si osservi che se n é positivo essendo 

^ < 1 si può trovare un valore xt di x, dal quale in poi il fattore xV 

che comparisce neirintegrando decresce al crescere indefinito di x. 

Infatti si ha 

d (x'^c^) 



dx 



=nx''~^ c^ + .r" c^ log e. 



Uguagliando a zero questa derivata i valori per cui a;'V diventa 
massimo o minimo nell'intervallo d'integrazione sono quelli che sod- 
disfano alle equazioni 

c^ = n + X log e = 0. 

Il valore che soddisfa la prima di queste equazioni è x=(X) per 
il qual valore x^'c"" si annulla come per x = 0.{*) 



*^ Liiignaggio convenzionale adottato per brevità. 
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che questi due integrali in virtìi delle cose dette hanno valori finiti 
e determinati. Inoltre, essendo ce e + Ac minori dell'unità, si ha per 
qualunque valore positivo di x 



per CUI 



(c + Ac)^ — c^ = xAc(c + eAc)'-S 0<0<1 



Poiché anche questo ultimo integrale ha significato, si potrà tro- 
vare un valore di p tale che si abbia contemporaneamente 

OD QP 

J" a? (c + 9Ac)*~* cp (x) dx < e, ^f xc*"^ 'jj (jr) dx < s 
p p 

essendo e una quantità piccola ad arbitrio assegnata a priori. 
Allora si potrà scrivere 



F(c + Ac) — F(g) 
le 



= J X (e + Ac)"-* cp {x) dx + 7) 



con 7] minore di t in valore assoluto. 

Sopra abbiamo dimostrato che j?"c*, quantunque sia x, purché di- 
verso da zero, quando n è negativo, ha sempre un valore finito; in 
particolare quindi sarà sempre finito, anche in virtìi dell' ipotesi fatta 

su y(x), 

.re*-' q) (.r), < o < 1 

che è manifestamente una funzione continua di e. Si può in conse- 
guenza trovare un valore di Ac tale, che per esso e per tutti quelli 
inferiori, la differenza 

x{c-\- àcY'^ cp {x) — .re*- * cp (.r) 



e 



sia in valore assoluto minore di j_ qualunque sia x. 
Allora si avrà 



yxic + QlcY'' :p{x) = Jxc--' q) (.r) dx + r{, < 9 < 1 

a a 

con 7)' inferiore, in valore assoluto, ad e. 

Tenendo presente questa eguaglianza, la precedente si potrà scri- 
vere come segue 



F(c + àc) — F(c) 
Ac 



= J xc^"^ cp {x) c/x + ì^ + >]'• 



Osservando che ^/^.rc*"*cp(j')rfj* differisce per la scelta di p da 

a 

J xif'^ ^{x)dx di una quantità anch'essa minore di e, si può conclu- 



PCHIODICO DI MATEMATICA. 237 

Questa condizione sarà sufficiente quando il valore ^t trovato coin- 
ciderà con quello che si può trovare applicando la nozione di bari- 
centro dianzi esposta. 

Le formole (1) ci dicono che se fosse 

perchè si avverasse l'annullamento in parola bisognerebbe che questo 
ultimo integrale fosse la somma di due integrali nulli. 

5. Forinola di Taylor. 

Consideriamo una funzione reale di variabile reale definita in un 
intervallo (a, b) ove si mantiene sempre finita. Vogliamo trovare di 
che natura deve essere perchè essa sia sviluppabile in serie di Taylor 
quando ammette in detto intervallo le derivate di qualunque ordine, 
le quali però diventano infinite in qualche punto dell'intervallo. Se 
queste derivate fossero sempre finite, cioè se si mantenessero infe- 
riori ad una quantità assegnata, sarebbe facile dimostrare la conver- 
genza dello sviluppo di Taylor, e ciò fatto resterebbe solo a provare 
che questo può rappresentare in detto intervallo il valore della fun- 
zione, il quale studio bisogna esser fatto caso per caso. Adottando 
infatti la formola di Kroneker C) si ha 

(2)r(6)=P(a)+(4-o)F(<.) + ...+'-^^P"(«)+/F"'w'-^^rfj^ 

ed essendo (b — x)" funzione decrescente in (a, b) per la {^*+') si avrebbe 

per cui sostituendo 

P(4) = F(o) + ^^F'(«) + ...+ S^^^ 

Ora se F" (|) è sempre finita in {a, b) si potrà trovare un valore 
fisso M tale che qualunque sia n si abbia in qualunque punto dell'in- 
tervallo 

F'°' ix) < M 
e quindi 

Si consideri allora una quantità fìssa e minore dell'unità e sia ni 
un numero intero tale che sia soddisfatta la diseguaglianza 
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Se il punto e è diverso da 6, consideriamo due infinitesimi e ed si. 
Per le ipotesi fatte è chiaro che 






sarà anch'esso infinitesimo. Lo stesso si può dire per 






e per L+i 






i! 



(1) 



«/a;. 



E chiaro che L è una quantità infinitesima con ei ed e, allorquando 

fix) 
F'*^ (j) neir interno di e si può porre sotto la forma , .y^ con k<i\ 

ed f{x) finita. 

Nulla però se ne potrebbe dedurre per L+i . Quindi in generale 
alla somma degli integrali 

a o+ei 

non è lecito sostituire l'altra 

a a 

Osserviamo che se una funzione in un punto e presenta un infi- 
nito, essendo però di tal natura che essa può assumere la forma 



fix) 



(x—c)''' 



< t < 1 



neir intorno di e, ove ammette tutte le derivate, escluso il punto e, 

fix) 
queste possono non coincidere con quelle di / >.^ . 

Ciò però avviene per molte funzioni. Supponiamo perciò che le de- 
rivate di F {x) esistono in tale intorno. Allora Y infinito in e della fun- 
zione proposta si ripresenterà in tutte le sue derivate e di ordine di 
più in pili elevato. 

Ciò posto andiamo a dimostrare che se le derivate di F {x) neU 
V intervallo (a, h) si mantengono finite, meno che nell'intorno di un punto e, 
ove assumono un valore infinito essendo peì-ò ivi suscettibili della forma 

fu ix) 

{e — X)^"" 
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6. forinola dì ytadaurìn. 
Si consideri adunque questa serie (*) 



-r'(-r)]-!-^?-V^(-'+A)-/'^(j-)]+.-.+^;:^[/^-'{j'+A)-/^--'(x)]+R«. 
con R»" = Ì0ijy. / W- - (') f'"^' (■'■ + ''>) 'fi (••) 

ove Yi„_, (0 indica il polinomio di ordine 2« di Bernoulli e Bi , Ba Bi,... 
i numeri bernoulliani. (***) 

Il Darboux per calcolare il resto fa uscire la funzione 

da sotto il seguo integrale e trova una forma di resto, applicabile 
anche al caso in cui la f{x) sia funzione di variabile complessa. 

Riferendoci al caso di avere iu ^(.r) una funzione reale, di va- 
riabile reale, poiché cp;„_i(0 raggiunge il suo massimo valore per 

i^^ avremo applicando due volte la (y'~'): 
-T,.-,(0)/'r-+'(i+*lK'+<f.-.(-^)/r'-+'(r+'"l<«+--f,.-,(l)_//'-+'(:r+*/)rf( 

«<E.<-|<5'.<1. 

E poiché si ha 

T,.-.a)=?.-.(o)=", '(Ì)=-2('-Ì)t» 

sostituendo nell'espressione di K;„ otterremo: 

K,„ = - (^^^ _ f ?...-, (t) P"-' {x + hi) <H = 
= ^ ^ (l - i) B.„ [f (.r + i'.h)-r- (2 + C.M1. 
Questa è la forma di resto che noi proponiamo. 
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Se adunque la serie di Maclaurìn è convergente dovrà i(i„ tendere 
a zero al crescere dì n. Sviluppando con Taylor la funzione 

f(:c + k)+f{x-D 
si ha 

2 -L (2»)! -,=.(2Hj!l.J ■ 

Se um tende a zero questo sviluppo sarà convergente qualunque 
siano i valori di x e dì ^ poiché fissati due valori arbitrar) si può 
trovare un valore di n dal quale in poi il fattore di n,^ in questo ' 
sviluppo decresce tendendo a zero. 
hz 

Basterà infatti prendere 2h >, — 7, poiché allora si lia successiva^ 

mente 



Senza insìstere su questo punto possiamo concludere col Parboux, 
Comfizione nece-tsaria, ma twn aufficieitle, perchè !a (7) sia convergente ^ 
die la fvmioìxe f {x -\- }:) -\- f {x — k) sia sviluppabile in serie convergeìxte 
ordinata secondo le potenze di k per tutti i valori di questa variabile e 
cotiseguetifeintnite che non diveìifi mai né infinita né indeterminata per 
nessun valore della variabile. Ritornando alla primitiva notazione e 
alla (5), si conclude che questa non sarà convergente se la funzione 

f^^ + h-\-k) + f(x + h-k)-f{x + k)~f{.T^/c) 

non è sviluppabile in serie convergente ordinata secondo le potenze 
di k, per tutti i valori di questa variabile. (*) 

Ciò posto è facile dedurre dalla nostra forma di resto che se il 
termine generale della (5) tende a zero la serie Maclaurin è conver- 
gente. Basterà osservare che anche il resto tende allora a zero poiché 

differisce per il fattore 2 (l — ^a„| dal termine «-"""" della serie che si 

deduce dalla (5) quando si cambia x-^-h in j^+^Vj ed j; in j--|-^^. 
Osserviamo per finire che se la serie di Maclaurin è convergente 
i valori di ^'a e 5» sono tali che f" (j- + ^'ik) — /'" {.r + ^Jt) deve essere 
in valore assoluto minore di f"'{j:-\-k)—f'°(x). Infatti paragonando ■ 
la nostra forma di resto con quella proposta da Maimsten (**) 
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Poniamo per semplicità k^H-{--^ e studiamo adunque il 
cui si faccia tendere prima a all'infinito e poi n. 

Se ahj' e cki: indicano il seno ed il coseno iperbolico di <i 

sen <i (k-\- iy) ^^^Renakchay-^-ìskaycosa. 

i.k -\- iyìaerer. Uc-\- iy^~ ' {.k-\-Ìy)cb ny 

e quindi ponendo f^ = .>- si avrà: 

,. f aenn(A:+iy) , f senak.(j:''-j-x-')+icosal;.{.i'- 

e quindi 

,,. f senfl(i + i)/) , 

mod lim / -7 I ■ , , ; ■ . —r aif < 

"=- -i. ^''" + 'y^ ^^" '"■ ^^' + 'y* 

^1- f 1 ri-''" + ^") sen ak 4- ì (.r" — j-'") eoa ni! tlx 

<hm j m«i[ A + ilog« JlW + J 

Un calcolo semplicissimo mostra che si ha: 

, sen «^* . (j^ + «"■) 4- 1 cos ak . (./* — j-—) 

"'"^ A'+no gx = 

V .r" + J~^ — 2 cos 2nA- .r» + J^'' 

VA-' + (logj-)' VAr' + (log.r)" 

e quindi si avrà che: 

,,. r^' seua(A- + /y) ,. f' j-' + j-' 

modhm / ; ■ ■ ■ -. ■ ' V, I . , < lim / -^ 

^.J_(k+>y)senr.{k + ly) ,^.J yA:"4-(iog:c)'(.r--'+' + .r" 

Sieno e e ji due valori fissi positivi il primo piccolo ad 
ed il secondo arbitrariamente grande. 

.r" + x-^ 

il teorema {a'^') si avrà 



J (x-+"+,i-'+i)U"+(iogir " i't'+(iog5)" •; ''*'+' 

Fissato un numero X compreso tra e e p si può scriver 
r" J' + i- , C X- + I- f " .r- + j— 
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SOPRA ALCUNI PEfflCIPI ELEMTiEI DI KOMOSRAFIA 



[ principV di Nomografia, che sono più comunemente applicabili 
alla rappresentazione quotata delle equazioni a tre ed a quattro va* 
riabili potrebbero figurare, a titolo di utile applicazione nei corsi 
elementari di Geometria analitica. (*) A tale scopo ne riprendiamo qui 
l'esposizione, rimandando per la teoria generale al Trattato (**) in ■ 
cui abbiamo svolto l'argomento con tutta l'ampiezza richiesta non 
solo per le equazioni a tre e quattro variabili, motto più frequenti in 
pratica, ma altresì per le equazioni con un numero qualunque di 
variabili. 

I. — • Sistemi d'elementi quotati. 

I. Elementi ad una quota. — Se si imagina su di un piano un si- 
stema d'elementi geometrici dipendenti da un parametro, scrivendo 
a Iato di ognuno una quota uguale al corrispondente valore di questo 
parametro, si ottiene un sistema d'elementi nd una quota. 

Questi elementi potranno venir definiti sia in coordinate puntuali, 
con un'equazione della forma 

r(j-,y,«)=0, 
sia in coordinate tangenziali con un'equazione della forma 
F(H.«,a) = 0. 

Verranno chiamati elementi (a). È d'altronde ben chiaro, che, in 
pratica, questi elementi non verranno effettivamente rappresentati 
che per alcuni valori di a, scelti preferibilmente in progressione 
aritmetica, ed anche solo entro certi lìmiti definiti dai bisogni del- 
l'applicazione che abbiamo in vista. 

Le coordinate puntuali ,r ed y saranno quasi sempre coordinate 
cartesiane rettangolari, e le coordinate tangenziali » e ti coordinate 
parallele, (***) di impiego molto più comodo per tal genere d'appli- 
cazioni che le coordinate pltìckeriane. 

,■1 Vadi eib (liB liK dsU.i aull'utilitìl ili qitemn introduiiona. il Kg. J. Tdiiiary nalli aun nna- 
liai dal TratMltn eiUtO piil aOtln thuU. rf-. S^. ma'l:. ì' «.. I. SXHI. p. 176}. 

• egii'iCa di'qiiwl-mrìlcelo. eolie" IeHer= V. .V. Ka à nulo (aitn .in rla^gimlo iii ie.le»co, d»l «- 
unur F. Seblllinp. prolataora all'U>iivarBiià di Gottiiigs. col titolo: Vtb,,' dir Komo^rafliii rx» 

lura. IHSIii, manlre il tìg. K. hehwarmg pubbli'mva aiillo alra'an nr^anientó 'ìrHiio opiiacolo: Tlirir- 
appMciilonl notuogruflclia vedi; T. ,Y.. p- ì^. 
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l'equazione che definisce gli elementi considerati, i parametri a ed d 
possono venir riuniti sotto un medesimo segno funzionale, cioè se tale 
equazione è della forma 

■F[j',?/,tì(a,a)] = 0. 

Infatti, tutti gli elementi (a, a) corrispondendo a coppie di valori 
di a ed a', pe' quali la funzione 6 (a, a) ha uno stesso valore t, sono 
allora coincidenti, e l'insieme di tutti gli elementi (a, a.') si riduce ad 
un sistema di elementi ad una quota (0, ciascuno di questi elementi (0 
corrispondendo ad un'infinità di coppie di valori di a ed a'. Gli ele- 
menti (a, a.') si dicono allora condensati negli elementi [t). 

Come, in questo caso, potranno rappresentarsi le varie coppie di 
valori dei parametri a ed a' corrispondenti ad ogni elemento {f)i* Col 
seguente semplicissimo sistema: attravei'so il sistema delle linee {t) 
definite dall'equazione (*) 

F (,r, //, t) = 0, 

tracciamo un sistema di linee assolutamente arbitrarie che facciamo 
dipendere da uno dei due parametri, per es. da a, per mezzo di una 
equazione come 

Se fissiamo ora un certo valore per a' e consideriamo tutte le 
coppie dei corrispondenti valori di a e f risultanti dall'equazione 



vediamo che i punti d'incontro delle linee (0 ed (a) corrispondenti 
si troveranno su di una linea, la cui equazione 

risulta dall'eliminazione di se e / fra le tre ultime equazioni scritte, 
e die potrà venire quotata median- 
te il valore scelto per %. Facendo 
variare questo valore di a. si otter- 
rà nn sistema di linee (a) definito 
dall'ultima equazione, e die, unito 
■ al sistema di linee [t.), scelto arbi- 
trariamente, fa conoscere le varie 
coppie di quote riferentisi alle lìnee 
dei sistema (() (fig. 1). 

L'insieme dei sistemi (a) ed fa') 
forma allora una rete die può cbia- * 

iiiarsi rete delle quote del sistema (t), e si vede come ad ogni demento 
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II. — Tipi di nomoorahui a tre e quattro variabix-i. 

5. Nomogrammi puntuali a tre eariabìU. — La relazione di posi- 
zione più facile a stabilirsi fra tre linee definite nel dominio puntuale 
consiste nel loro passaggio per un medesimo punto. Da ciò il tipo più 
generale di norao^ramma pnntuale a 
tre variabili (fig. 2). Siano i tre sistemi 
di linee ad una quota definiti rispetti- 
vamente dalle equazioni 



(1) 


F.fe !/,.,): 


(-') 


r.(j-,j.«.i 


(3) 


F,(.r,y,a.)^ 



Se tre linee prese respettivamente 
in questi sistemi passano per uno stesso 
punto, le quote corrispondenti sono le- 
gate dall'equazione 

(E) <&(ix„ff„a.) = 

ottenuta coll'eliminazione di j- ed y tra p,^ 2 

le tre equazioni corrispondenti. 

Ogni equazione fra tre variabili può venire così rappresentata in 
un'infinità di modi. Si vede, infatti, data l'ultima equazione, che si 
può scegliere arbitrari amento due delle precedenti, per ea. (1) e (2); 
la terza risulta allora dalla eliminazione di «i ed kj tra le (1), (2) 
ed (E). 

In particolare, si può sempre costituire due dei sistemi quotati di 
rette ed anche semplicissimamente con rette x^Vi, y^a», che de- 
finiscono un quadrellato regolare, attraverso il quale vengono trac- 
ciate le curve (r,). Praticamente, la scelta dei due primi sistemi è 
sottoposta alla condizione di condurre, colla suindicata eliminazione, 
ad un terzo sistema reale, e, d'altronde, questa scelta sarà guidata 
dal pensiero d'avere, nei tre sistemi, le linee quotate piìi semplici che 
sia possibile. È questo uno dei principali scopi della Nomografia. È 
particolarmente, ben chiaro, come ogni volta che si potrà limitarsi 
al solo impiego delle rette, non se ne dovrà fare a meno. Ora, niente 
è più facile del formare il tipo generale delle equazioni rappresen- 
tabili da tre sistemi di rette ad una quota. Le equazioni (I), (2) e (^) 
di cui sopra prendono, effettivamente, in tal caso, la forma 

(!■) ■rfiM + !/V>M + -hM = *^' 

(2') -rA (a,) + y-f^ (a.) + 6, (a,) = 0. 

(3") ,>/. (2,) + .'/T= ('.) + 'J'» («.) = 0. 
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qne, ogni equazione a tre variabili ai, «a, a», è rappreseotabile con due 
sistemi di punti quotati (xj ed (ti) ed un sistema di curve quotate (?■), 
i valori corrispondenti di queste tre variabili essendo tali che (a 
retta congiangeìite i punti quotati si ed «a aio tangeìite alla curm quo- 
tata <x$. 

La necessità di far uso di una retta mobile per leggere il nomo- 
gramma sembra, a prima vista costituire inferiorità pei nomogiammi 
tangenziali in confronto dei nomogrammi puntuali. Ciò non è vero, 
come si può convincersene fino da ora colla seguente osservazione: 
la determinazione di una retta mediante due punti quotati è liberata 
dalla possibilità di un errore dipendente dalla determinazione di un 
punto mediante l'incontro di due linee quotate, dipendente dal fatto 
che seguendo queste due linee per arrivare al punto ove s'incrociano, 
si può, se non ci si bada abbastanza, correr rischio di passare su 
linee vicine appartenenti ai sistemi di cui fanno parte. Questa causa 
d'errore non esiste coi punti quotati, pei quali una quota non s'ap- 
plica che a un punto xolo, invece d'estenderai a tutta una linea. No- 
tiamo altresì che questa circostanza rende molto più facile anche l'in- 
terpolazione a vista fra gli elementi quotati che figurano efTcttivamente 
sul nomogramma. 

Questo doppio vantaggio si scorge ancor più, quando l'equazione 
da rappresentarsi ha la forma (E') o la forma (E"), che noè un caso 
particolare, poiché allora i tre sistemi d'e- / 

lementi quotati, definiti dalle equazioni il'), / 

(2';, (3'), in cui «et- rimpiazzano x ed y, y 
si riducono a sistemi di punti ad una quo- •/ 
ta tra' quali, coU'aiuto dell'indice, basta ^j 
prendere degli allineamenti, d'onde il nome "T 
di nomogramma a punti aUÌneatHQg.tì). (*) 'j 

Fra questi nomogrammi s'incontrano <i 
più spesso in pratica quelli che si appli- I 
cano alle equazioni della forma (E '), e che "'■' 
definiscono le equazioni (1"), {2"), (:ì") in 
cui u e f rimpiazzano j ed y. (**) pi '"" 

Se d'altronde si riferisce tale nomo- 
gramma ad assi cartesiani, le equazioni che definiscono i suoi vari 
elementi quotati possono scriverai, l essendo una lunghezza fissa qua- 
lunque, 

'"■' \y = f,M. 
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Per avere un modo più generale di rappresentare le equazioni a 
quattro variabili, bisogna ricorrere a quelli elementi a due quote 
distinti, l'impiego dei quali è stato precedentemente riconosciuto 
possìbile, e, piii specialmente, a rette a due quote. 

Consideriamo dunque il nomogramma piìi generale costituito da 
due sistemi di linee ad una quota 



F.(.r,.i/,:r.) = 



ed un sistema di rette distinte a due quote 

.vf (a„ a,) + 1/9 (5 8, ai) + '^ («i, cu) = 0. 

Il resultato dell'eliminazione di j- ed y fra queste tre equazioni 
avrà la forma 

8 (»i, 3a) /"(os, a*) + X ("1. «") =P (=■», fi) + 4» (os, 7t) = 0. 

Tale e quindi il tipo d'equazione da rappresentarsi cosi. È molto 
notevole che la maggior parte delle equazioni a quattro variabili che 
si incontrano in pratica possono venir ricondotte a quel tipo. 

Il nomogramma corrispondente comprenderà, come si vede, i quat- 
tro sistemi d'elementi ad una quota (aj, (h,), (aa) ed (r,); i due ultimi 
costituiscono i doppi inviluppi di rette a due quote {a,, ai), e l'uso di 
questo nomogramma risulta dal seguente enunciato: la tangente comutie 
lille cune quotate 03 etl ot panna per il punto d'incontro delle curve quo- 
liite «1 ed a,. 

Tale enunciato equivale a que- 
sto: l(f retta a due quote (oj, crt) panna 
per il punto a due quote («i, oj). E, 
sotto detta forma, dimostra che, 
per trasformazione correlativa, que- 
sto modo di rappresentazione si 
trasforma in se stesso. È d'altronde 
evidente come cercando di realiz- 
zare la stessa estensione che sopra 
per un nomogramma tangenziale, 
il che si fa mediante le stesse 
equazioni nelle quali x,ij sono rim- 
piazzati da M, V, si ottiene il mede- 
simo risultato, con la sola differenza 
che qui l'elemento («j, ai) è un punto 
e l'elemento («1,0)) è una retta. 

H caso più interessante in pra- 
tica è quello in cui gli inviluppi (xi) ed (a,) dello rette a due quote 
(xi, 0.3) si riducono a punti, ossia il nomogramma è a punti allineati 
(n. ti), uno dei tre sistemi di punti essendo a due quote (fig. 4). In tal 
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distinte, bisognerà, per leggere questo nomogramma, adoperai 
rette mobili indipendenti, cosa evidentemente pochissimo pratica, 
tre se, in un nomogramma a punti allineati, sostituiamo ognun 
tre sistemi di punti ad una quota con un sistema di punti a due q 
basterà sempre una sola retta mobile per fare la lettura. 

III. — Applicazione alla risoluzione nomografica 

DELLE equazioni ALGEBRICHE. 

8. Forme normali delle equazioni algebriche. — Le radici di 
equazione algebrica di grado n in z dipendono dagli n coefficie 
questa equazione. Se si vuol dunque effettuare la risoluzione n 
grafica di questa equazione nel caso generale, cioè supponend» 
siano attribuiti a' suoi coefficienti valori qualsiansi, dobbiamo e 
derarla quale collegante tra loro w + 1 variabili che sono da ui 
l'incognita z, dairaltro gli n coefficienti. Ma si sa che è pos.' 
ricondurre mediante trasformazioni che esigono solo la risolu 
accessoria di equazioni di primo e secondo grado, le equazioni 
grado dato a certi tipi canonici contenenti un numero minir 
coefficienti. L'esempio piìi semplice e classico è quello dell'equa 
di terzo grado 

x^ + "•^'' + P'' + (? == ^» 

che, colla trasformazione 

, n 

si riconduce alla forma ridotta 

Tra le trasformazioni di questo genere, la più importante è que 
Tschirnhausen mediante la quale, Bring, Jerrard, Brioschi e 
hanno ottenuto per l'equazione di quinto grado diverse forme no 
non contenenti piìi di un solo parametro. (*) E noto anthe che q 
trasformazione permette di ricondurre ogni equazione di settimo \ 
alla forma normale 

2^ + Aa;« + |i^' + v^ + l=(), 

che non contiene, coli' incognita z, altro che i parametri X, (i, \ 
costituisce cioè, dal punto di vista che ci occupa, una equazi( 
quattro variabili. 

In un modo generale, ogni equazione algebrica riducibile, co 
delle suddette trasformazioni, a forma normale contenente .soh 
tre parametri, diventa 

(I) , Zi + 17., + 1J1Z3 = 0, 



(♦) Vedi il Trattato d'Algebra superiore del Weber, tradotto dal J. Griess, cip. VI. 
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oppure 

ai) /„ + ;./. + li/- + vZ,=o, 

Z],Zt, Zs,Z( essendo polinomi in s a coefficienti numerici. 

Basta dunque dimostrare come i principi nomografici sopra stu- 
diati si applichino a questi tipi di equazioni, rcspettivamente a Ire 
e quattro variabili, aftinché il nomogramma ottenuto, unito alle tra- 
sformazioni che conducono l'equazione alla forma normale conside- 
rata, e che possono esse medesime tradursi facilmente in nomogrammi, 
fornisca una soluzione completa delle conia pond enti equazioni. 

9. Equazioni tìel tipo (I). — Se si fanno corrispondere le variabili 
À, [1 e 2 respettivamente ad oi, v» ed ot, si vede subito come l'equa- 
zione (I) appartenga al tipo (£' ) del n. 5. liunque, secondo quanto si 
è visto al n. (i, essa esprime l'allineamento dei tre punti 

w 
^f■) 




I punti (À) e (|i) formano due scale regolari, aventi respettivamente 
per sostegni due rette parallele all'asse 0;/; i punti (?) sono distri- 
buiti sopra una curva, la cui equazione si otterrebbe, se si volesse, 
coll'eliminazione di z tra le due ultime equazioni scritte. 

Osserviamo, inoltre, in modo generale, che si pub sempre limitai'si, 
nella costruzione del nomogramma, ai punti corrispondenti ai valori 
positivi di z, i valori assoluti dello radici negative di una equazione 
potendo ottenersi come radici positive della trasformata in — z. 

Nel tipo (I) in quistione rientrano immediatamente l'equazione 
generale di secondo grado, per la quale 

Z, = £', 7., = z, Z.= l, 

e l'equazione ridotta di terzo gi'ado per la quale 

/. = >», /^ = ^, Z==l. 

I corrispondenti nomogrammi, la cui costruzione è dettagliata- 
mente studiata noi n.' 711 ed SI del T. X., sono rappresentati sulla 
fig. SD di quell'Opera. 

La figura Ti è Ìl nomogi'amma per mezzo del quale sì trovano le 
radici positive di un'equazione di secondo grado j* + px -\- q^ O. 
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Per adoperarlo basta cercare p e q nelle due scale a sinistra e a 
destra; e i punti d'incontro della retta congiungente con la curva C 
danno le soluzioni reali. Per esempio, se si considera l'equazione 
x^ — 5ar + 6 = 0, si trova che la retta che unisce il punto — 5 della 
scala di sinistra al punto 6 della scala di destra taglia la C nei punti 
2, 8 e quindi 2 e 3 sono le radici. Così se si considera l'equazione 



' 3 




-«10 



J-IO 



Fig. 5. 



X' — bx — 6 =^ 0, si trova che la retta che unisce il punto — 5 della 
scala di sinistra col punto — 6 della scala di destra incontra la cur- 
va C nel punto 6, dunque 6 è una radice positiva. Se poi si scambia ./• 
in — // l'equazione diventa y^-\-5y — 6 = 0, ed operando nello stesso 
modo si trova come radice // = !, e quindi l'altra radice dell'equa- 
zione proposta è — 1. 

IO- Equazioni del tipo (II). — In simil guisa se si fanno corrispon- 
dere le variabili /., |i, v e z rispettivamente ad e i, C2, ca ed :4, si vede 
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circa l'ovìgiae e le deforinazioiii di ciascun eimbolo, (*) circa i significati 
ad esao saccessivameote attribuiti e circa le opere che seguano I'ìiiìeìo 
di ciascuna sua fase, mi pare si possa produrre un'utile divisione di la- 
voro scindendo provvisoriamenle ciascuna Parte in due Se:ioni: 

1) definizioni e note critiche, 

2) note etimologiche, storiche e bibliografiche, 

la prima delle quali dovrebbe costituire l'ossatura dell'opera, mentre la 
seconda dovrebbe completarla e renderne più attraente la lettura. 

Non mancherà certamente qualche addentellato fra le due Sezioni di 
una stessa Parte, poiché anche attualmente qualche simbolo non rappre- 
senta per tutti il medesimo concetto, e quaTche concetto non è rappresen- 
tato da tutti col medesimo sìmbolo. Ma, a mio avviso, ciò non basta a 
rendere inopportuna la suddivisione ch'io propongo: che, anzi, quando 
siano compilato separatamente le due Sezioni di una medesima Parte, Ìo 
penso che chi dovrà coordinarle per fonderle nella edizione complessiva 
del Dizionario troverà nelle varie notizie relative ad un medesimo sìm- 
bolo, diligentemente raccolte con ricerche autonome e di varia indole, gli 
elementi oggettivi necessari per risolvere più d'una questione controversa. 

Comunque, tale suddivisione ora mi giova a precisare il tema di questo 
scritto: criteri generali per la compilaiione della prima Sezione di cia- 
scuna Parte del Dizionario. 



Come risulta dal lieve accenno precedente, vorrei che il nostro Dizio- 
nario di Matematica in ciò principalmente si distinguesse anclie dai mi- 
gliori Dizionari generali, che, mentre questi ai accontentano di spiegare 
i simboli, il nostro li dovesse definire. 

Convien dunque precisare anzitutto ciò che si dovrà intendere per 
definitione. 



Ogni definizione {**) usata nei trattati di Matematica appartiene ad uno 
di questi ti-e tipi: 

1) Df nominale, 

2] Df per induzione, 

3) Df per astrazione. 

La Df nominale di un simbolo è un'eguaglianza logica (sovente pre- 
ceduta da \ìi\' ipotesi), il cui primo membro è il simbolo definito ed il cui 
secondo membro, che dirò notazione definente, è un'espressione il cui 
significato dev'esser noto anteriormente alla Df. 
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Degli Uhi e degli altri dovrà quindi tener conto il nostro Dizionario; ma, 
poiché nesBuuo dei simboli logici dev'esser definito in alcun trattato di 
Matematica, l'elenco di questi, con le opportune definizioni e note critiche, 
etimologiche, storiche e bibliografiche, dovrà formare V Introduzione lo- 
gica del Dizionario, la cui conoscenza dovrà ritenersi presupposta nella 
compilazione delle singole Parti, Anzi, a lavoro ultimato, l'Introduzione 
logica dovrà contenere tutti e soltanto i simboli logici di cui sarà fatto 
uso nelle varie Parti del Dizionario. 

Quanto ai simboli matematici di cui e fatto uso in un trattato, alcuni 
di essi vi sono necessariamente assunti quali simboli primitivi, cioè non 
vi sono definiti ; tutti gli altri vi son definiti (in uno dei tre modi enun- 
ciati) mediante simboli logici, primitivi ed anteriormente definiti. 

Ma, se si raffrontano trattati diversi pur relativi alla medesima parte 
della Matematica, si trova che sovente in essi è diversa la scelta del 
sistema di simboli primitivi e, quand'anche ciò non sia, forse mai accade 
che tutti gli altri simboli vi siano definiti allo stesso modo. 

Ora, a mio avviso, i compilatori del nostro Dizionario né devono 
subire i criteri dei passati o degli attuali trattatisti, né devono preten- 
dere di imporre i loro ai futuri trattatisti; non devono quindi fare alcuna 
scelta di simboli primitivi, ma segnare accanto a ciascun simbolo tutte 
le Df che incontrano nei vari trattati esistenti, afiinchè il futuro tratta- 
tista possa averle tutte sott' occhio e scegliere fra di esse le pili con- 
formi ai criteri cui vuol inspirare l'opera sua. 

Né i compilatori del nostro Dizionario devono limitarsi a raccogliere 
quali Df quelle sole proposizioni che come tali sono enunciate nei vari 
trattati ; poiché sovente accade di trovare in un trattato alcuni teoremi 
il cui enunciato costituisce una definizione possìbile di un qualche sim- 
bolo che in quei medesimo trattato, e talvolta in tutti, o é assunto quale 
primitivo è altrimenti definito. Ed anche queste proposizioni dovranno 
essere raccolte insieme alle Df. 

Vorrei cioè che la prima Sezione di ciascuna Parte del Dizionario 
contenesse tutte le definizioni possibili di ciascun simbolo. 

Ma per attuare questo disegno convien risolvere immediatamente una 
questione pregiudiziale: «« i vari significati attribuiti attualmente dai vari 
autori a taluni simboli dovranno essere raccolti nel nostro Dizionario con 
indifferenza oggettiva, afiinché non i compilatori ma i lettori decidano a 
piacer loro nei casi controversi? «. 

Io credo che sia necessario rispondere negativamente a tale domanda 
e che sia possibile adottare una soluzione che non ci faccia perdere al- 
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2) definire ciasonu simbolo in tutti i modi possibili, subordli 
al significato prescelto. 

L'adozione del primo criterio è più urgente e fortunatai 
agevole; se anche l'elenco delle Df possibili di ciascun sic 
sarà immediatamente completo, ciò non impedirà ai compila 
prima Sezione delle varie Parti del Dizionario di lavorare prof 
e, da questo punto di vista, in modo definitivo. Ed il mede 
ripetersi per ciascuna Parte del Dizionario, in quanto si consi( 
presupposto possibile di altre Parti del Dizionario stesso. 

* * 

Non sarà forse inutile ch'io dia subito qualche esempio di 
ficazioni da introdurre nella pubblicazione rammentata del pr; 
qualora si accettino i criteri da me esposti. 

In tale pubblicazione si legge :(*) 

Contenere. Se a q b sono classi, uà è contenuta in b» -• 
è un ò w. 

Parte. Se a e ò sono classi, « a è parte di 6 »> = »* a^ è 
in b 9J. Altre volte, = *» « è contenuta in 6 e non è eguale ji 

Appartenere. Ha assunto il valore di Messere parte*». Al 
M a? appartiene alla classe a n = n x è un a «. 

Ora a me sembra che, conservando a «contenere" l'unii 
cato indicato, fra i due significati assegnati a t( parte " sia di 
il secondo per le seguenti ragioni : 

sarebbe inutile avere un altro modo per rappresentare 
espresso da n è contenuto in «*; 

mancherebbe un modo per esprimere concisamente il coi 
figura come secondo significato, (**) 

Per le medesime ragioni ciò che ho detto ora per <( parte 
a (( contenere >9, mi sembra si possa ripetere per m appartenen 
a u parte )<. 

Alla parola « parte n darei inoltre una determinazione ma^ | 
ticamente opportuna, escludendo che la parte sia una classe i 

Sicché conformemente a quanto precede, io porrei : 

Contenere. Se a e b sono classi, ** b contiene «»» = «; 
nuta in 6 » = « ogni a è un 6 »' = u da (a? è un a) si d 
un è) i> = « rt è una classe di ò »» = «4 non esistono a non b »» : 
e ò w = M ^ = a o 6 »». 



(*) E lina trascrizione a senso, cui mi costringe 1a necessita di evitare, per ragio 
i simboli ideografici. 

(«*) Cos'i facendo ci si scosta anche meno dal significato più comunemente attrlb i 
* parte ,, il che non è privo di iinportnnza. Considerazioni di tale natura non poss* t 
per noi un valore decisivo: invero, nel iingnaggio ordinario, anche «d * è contenut 
buinre il significato ora da me NCelto per ^ è parte di ., mentre manca un modo con i 
mere il concetto che qui si rappresenta con ** h contenuto in ,; da ciò la convenier 
in tal caso dall'uso comune. 
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* 
alt * 



Analogamente, per fornire soltanto esempi geometrici, inserirei : 

Intersezione. Vedi ** prodotto logico »» {Tntr. log,). 

Luogo. Vedi u classe " {InCr. log.). 

Passare. Vedi a appartenere >» (Intr. log.). 

E neirintrocluzione logica, porrei: 

Prodotto logico di due classi a e 6 = « classe cui appartengono gli 
individui che appartengono ad a ed appartengono a 6 »» = « a e 6 »» = 
M negazione della somma logica delle negazioni di a e di b '«. 

Nota, — In geometria, ae a e b sono u figure '«, invece di u prodotto 
logico di a e di 6 «' si dice talvolta «« intersezione di a e di 6 >'. 

Classe. Simbolo assunto sinora primitivo. 

Nota. — In geometria, invece di « classe » molti dicono ** luogo »», 
che, in tale significato, è parola inutile e quindi da sopprimersi. 

Appartenere (oltre a quanto ò già stato detto precedemente). 

Nola, — In geometria, se x è un punto ed a è una figura, invece 
di n ce appartiene ad ^, 9> si dice anche uà passa per x^^] cosi si ottiene 
in talune proposizioni un comodo mutamento di soggetto grammaticale. 
Altri usa di u a passa per x » invece di « a? è parte di a '>. 



* 
* * 



Nel prossimo fascicolo del Periodico presenterò un Saggio della prima 
Sezione della Parte del Dizionario relativa alla Geometria Elementare, 
compilato in modo conforme ai criteri qui esposti. 



Roma, 12 febbraio 1902. 



A. Padoa, 



-•—»♦•♦«—«- 



PER n. DIZIONARIO DI MATEMATICA 



Nel secondo congresso nazionale di matematica tenutosi a Livorno dal 17 al 
23 agosto 1901, su proposta dell'illustre prof. Peano, fu approvata la pubblica- 
zione di un dizionario matematico, il quale deve essere, in ordine alfabetico per 
ciascuna delle varie parti, una raccolta dei termini che si incontrano nelle opere 
matematiche attuali, insieme alle osservazioni che servono a precisare il signifi- 
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ne iatroducoDO di nuove, dandole anzi come guida e modello; (*) e credo sia op- 
portuno, perchè a nulla gioveranno gli sfarzi dei volenterosi, nessuna utilità por- 
terà buona parte dell'importante pubblicazione, dì cui il Peano si è fatto promo- 



snoo It[. IS01-1»02) ' 



tg iiDttnbra IflOl — piig, 92, col, 2-: 

I,. 3i X M5.W • IMI- biitilà: 1.1. a4.M2 X i» = L. BMB.ZOi 

L. 4,12 X q. M.6i I nf inrllà.q. 98,05 XL.Ì,I2 = L. IOe,S4 

IO. na,»7a + su x^ — Bi,4a7.ue; 

III. 4aI.HS: 4^ = pianta Ì03: 
n iiavgiiibK 1301 - fiLB- IM. rol. I*: 

dm IIS.^ÙBI X L. 84,«0= L, 1&I«9,S1>6I1D: 
pig. ItK. col. 1>; 



dii o,9ìo;»a X looo ^-. din> i]<tTi) r.oji 

ilni>*4«0,3JS X lÌ.«B--=kli. »ll»7.5Si 
Saia. 10-11 — 21 dicembre IMI - ptg. ]M, cai. 

n4 X M = ma. 1J684. 

ìlMi:ÌW = itmq.ìie.lH; 
Xum. 12 — 4 geminili 19U2 — ptg, 188, sol. !■; 

!.. I M + 7S0 + '8 -)- ^<X> = L. 1221 ; 

L, 1>70 — Si8 = L,2J2; 
ld*tu. — |Mg. 170, eoi. 1*: 

uq. 12.Ì0 X in. 4.S0 — mq. S7,M>i 

j. 0,30 X ni,'o; 

«cuniilD 1»02 

m, lUO X 30 = n . . 

(. 201, col. 2-! 

Kum. 0—18 novembra 1901 - p»g. tj8, tol. ì-. 

l! uKuiti-o iniiiv i capiinto dui ""luiio derimaU por mazio della virgi.U. 
Kuiu. T — 23 iiovajubra 1901 — pag. 105. col. >: 
Il Irlangolo à una •«•im-a pinna raceliiuw dn Ira IMI. 
Kuiii. 10-11 - L'I dieenibra I9U1 - pag, l.H, col. 1v 

.NuTA, - 11 uiaaatro abbU cura di ipiagjne 111'i.lligvo cba iiallu ilduiioiii 1. 
non Bi aiuta il loro Talare a cha la d.ia operailoni, di cui l diiopo B.rvinl. u 

nomiiiBxioiia na.la mia dalie niiaura. giiando l-alliaro ala ben perauaao di tale 






.toro - pag, 
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baricentro di un triangolo e baricentro di un tetraedro; 

ed in geometria analitica e proiettiva quelli di : 



linea analitica 

linea analitica di due superficie ana- 
litiche 
superfìcie analitica 
ordine di una linea analitica 
fascio di linee 
rete di superfìcie 

punti coniugati rispetto ad una conica 
punti coniugati rispetto ad una quadrica 
triangolo diagonale 
coniche centrali e non centrali 
diametro di una conica 
quadrangolo completo inscrittibile 
polo di una retta rispetto ad una conica 

piano polare di un punto rispetto ad 
una quadrica 



e inviluppo analitico, 

j, sviluppabile analitica di due inviluppi 
analitici di piani, 

, inviluppo analitico di piani, 

„ classe di un inviluppo analitico, 

„ schiera d'inviluppi, 

B rete d'inviluppi, 

, rette coniugate rispetto ad una conica, 

„ piani coniugati rispetto ad una quadrica, 

„ trilatero diagonale, 

„ quartiche centrali e non centrali, 

„ piano diametrale di una quadrica. 

, quadrilatero completo circoscrittibile, 

, polare di un punto rispetto ad una 
conica, 

, polo di un piano rispetto ad una qua- 
drica. 



Traendo profìtto dall'accennata corrispondenza e usando un procedimento ana- 
logo a quello che ha dato luogo a locuzioni note, si potranno avere, molto oppor- 
tunamente, locuzioni correlative ad altre già in uso; vi saranno, conviene pur rico- 
noscerlo, numerose lacune; ma la buona volontà degli studiosi riuscirà a colmarle, 
completando in tal modo la nomenclatura geometrica elementare piana e solida, 
nonché il linguaggio puntuale e tangenziale. {*) 

Per indicare che s'intende parlare di un punto di una retta determinata r, 
si suole dire: un punto della retta r; per indicare una retta che passi per un 
determinato punto P, perchè non si può dire in mòdo analogo: una retta del 
punto P? Si evitano così, e con vantaggio, locuzioni lunghe, alle volte poco proprie, 
e non correlative. 

E noto che cosa s'intenda per punto d' intersezione delle due rette a e h. Per- 
chè non dire invece : punto di congiunzione ed analo^fimente :^ retta di con giunzioììe 
dei due punti A « B? Non faccia eccezione la novità della parola: congiunzione, 
giacché nel preciso significato è usata dai nostri migliori filologi. Nel Dizionario 
italiano di Rigutini e Fanfani trovo infatti: congiunzione è Vatto del congiungersi; 
punto di congiunzione ; anche il Tommaseo, nel suo Dizionario della lingua ita- 
liana dà pure: punto di congiunzione di corpi qualsiansi. Ma volendo pure evitare 
simili modi di dire, si possono ancora abbreviare le locuzioni considerate ed altro 
analoghe, dicendo ad esempio, senza nulla perdere in chiarezza: retta dei due 
punti A « B; punto delle due rette a éJ b; piano dei tre punti A, B i? C; retta dei 
due piani a e p; punto dei tre piani a, p « y; ecc. Accettate simili espressioni, 
e credo che non vi sia ragione di non ammetterle nel linguaggio naturale, po- 
tremo farne numerose estensioni, come ad esempio: la circonferenza dei tre punti 
A, B ^ C; la conica dei cinque punti A, B, C, D ed E; le quattro circonferenze 
delle tre rette a, b « e; la parabola delle rette a, b, e « d; ecc. Ai punti collineari, 



(*) Cfr. 6. FoxTBNÉ, * Questiona de langago góoiiiétrique . in En$eignement mathémaliq»^. 
1I« nnnóe, mars 1900. pag. 134-135. 

HoFFBAUER, " Siir UDO toimiiiologie corrélatiye da point et de la droite „ in Enaéigneinent mathé- 
maliqit«, III* aiinée, janvrier lUOl, png. 47-49. 



V ■ ^ 
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Ora per le formule (1) e (2} si hti 

/ 1 II ''(" + ' + 5 

Faccinmo in quest'ultima b — -^ 



k(2«,1,u + 1ìÌ) = 



r(»+5jr|i) 

a per la T Euleriana le note proprietà: 



r„ + >, = ,r,„, r(, + i)=V^, r(±) = V. e r,„ 

quindi sostituendo ed assumendo a come variabiio «, troviamo la identità 



(4-) 



2..-, [f W]' _ 1 °^°' (2» 4- 1) (2a + 21 (2^ + n - n 

1- 12j) ^ "^»^. 2"-' (^ + 1 ) (2 + 2) . . . . (z + «) ■ 

Formula che ci permette di calcolare con l'approssimazione che ai vuole r(2«) 
c«D03cendo Fj;), o inversamente. 

. 3. facciamo ora alcune considerazìouì nel caso che x sia un numero intiero 

In questo caso abbiamo la proprietà 



o. ' "^ ' 



da cui por le formule precedenti ' 



Fiz] 



_ 1 .3.5...(2; — 1) (1 



T{zì per z intero e >0 non è altro che (« — !)!, avremo 



"-^)'- — o:'" ' v + 



\/"^ = + i"^2(, + i)(* + 2)'^---;' 

ossia la fattoriale di uu numero qualunque espresso mediante il prodotto di due 
fatturi, nno dei quali è una serie sempre convergente. 
D'altra parte si ha immediatamente dalla (4) 

^rr-F 2^, I, i + li -5- i m 



l(.-ii:r 

iu altre parole il quoziente -^j-^ sviluppato in serie. Risultato che si poteva otte- 
nere anche dalla |5) perù con un processo un po' piii lungo. 

Dalla (6) si può trar partito per trovare una nuova espressione di n deduceu- 
dola dallo sviluppo di Wallis per prodotto infinito. Infatti la formula di Wallis: 

n_24^_4^e 8 8 
■4" ~ "3" ■ 3 ■ 5 " 5 ■ 7" ■ Y " ir ■ ■ ■ 
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III. — Blsoluiione del l'equazione generale del 3" grado. 
Nell'equazione 

x' + px + q = 0, 
si ponga 

dopo le necessarie seinpIiScsiìoiii si ottiene 

y- + (3« + pì!,* + qy' + « (3« + Pi y' + a' = 0. 

Per a^= — ^ quest'ultima equazione si ridoce a 

/+3J--fe'-0, 



'fHi^i' -*■"' M'-ì-ff+g- 



che è la nota formula di Tartaglia. 



Dott. Rosi! RTD Volpi. 



ELLE l'ISTlH 591, 591', 593, 59i 



»Ol> Diinoatrare giometfieamtnt» che le direttrici dì una conica sono trcanli 
i:oniuni a questa conica e alla polare recìproca della eoppia dì punti ciclici. 

L. KlCCOLAI. 

Ritoluiione del prof. Relall <ti Milano e lig.* Gabrìeilna Longobantl di Napoli. 

Siano a,b,c,d le tangenti alla conica in A, U, C, D a prendiamo per i punti 
(oc) = I, (M) = J i punti ciclici : i fuochi della conica sono iab). {ed), (bc), {da) e 
le direttrici corrispondenti | AB[ , |CD| , |BC| , |D.^ J. Le polari dei punti ciclici sono 
iAC|,|BD| dunque ecc. 

S02. Dimostrare cìte 



essendo 



= ".+ ■.- + 



^■■■V-iì 
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I, per tutti i valori positivi di x 



/^ = l/--^ 



••U4* St per un punto quahtngut dtlt'ellittt di Steiner di tilt triangolo (tìlìme 
eii'co»crilla ai triangolo, che ha per centro il baricentro di qvtsio) sì eondiicoiio le 
parallele ai lati e alte mediant del triangolo, i IH punti d'incontro di qttelle rette 
con questi lati sono a tre a Ire in aei rette (compresa la retta all' infinito), le quali 
iaaieme coi lati sono tangenti a una medeeima parabola, 

C. Bijlsi. 

RisoiuzioM delia lìg.* Gabrlellna Longobardi di Napoli. 

La proiezione di un'ellisse su un piano parsllelo al suo aaae minora e che 
forma col suo piano un angolo il cui coseno è eguale al rapporto dell'asse minore 
all'asse maggìcre è un cercliio il cui centro è la proiezione del centro dell'ellisse. 

In virtii della precedente osservazione it teorema resta dinidatrato se si di- 
mostra che; se per un punto qualunque di un cerchio si conducono le parallele 
ai lati di un triangolo equilatero iscritto e alle perpendicolari a questi (mediane) 
i 18 punti d'incontro di quelle rette con questi lati sono a tre a tre in sei rette 
le quali insieme coi lati sono tangenti a una medesima parabola. 

L'equaxioiio dì un cerchio, riferito a due lati di un triangolo equilatero iscritto 

(1) a' + p' + ^y-/(r + !,) = 

essendo l il lato del triangolo. 

I lati II, È, e del triangolo, hanno per equazioni 

x = ; x + s^l ; s = 0. 

Tre rette a, b'. e passanti per un punto (^i.^i) del cerchio e parallele rispet- 
tivamente ad n, h, e hanno per equazioni 

a:-a:i=0 ; fa' — X.) + (j - p.) = ; j,-y, =0. 

Tre rette n", b", r.' passanti per (ii, j/i) e perpendicolari rispettivamente ad a, b, e 
hanno per equazioni 

U — a-,) + 2{</-j„)-0 (x — *.)-(y-j-,) = 2{i_xiJ + (j/-y,) = 0. 

1 punti di incontro di n,h,c rispettivamente con a,)i,c stanno sulla retta 
all'infinito. 

I punti di incontro di a,b,e rispettivamente con h\c,d stanno sulla retta 

I punti di incontro di ir, h, e rispettiv-aniente con e, a. l' stanno sulU rettn 
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II coefficiente di dìrezioae delU normale in N alld {inrabal 

— y ^ »jya — 2p ^ 
P "'P 

e quindi la (2) rappresenta la noimale in N alla parabola, sa r 
da rendere 



cioè da M si possono condurre due normali alla pHraboIs, e le coordinate ri , yi ; 
XI, yi dj questi punti Ni , Ni sono date da 



essendo ihi, tm le due radici della (4). 
Si ha da ciò che prevede 



= (z, —xa)' + (yi — yo)* = — ; Ip ~ Hiiy()Ml +"'1*), 
= (-..-xu)" + (y,-y.)' = -^(>>-.»,y<,)*(H-'"i*). ■ 



2MU 
Essendo F Ìl fuoco della parabola 






EM 2|^ + 2xo) "" 



QUISTIONI PROPOSTE 



597. La conica che ha per asse focale ìl diametro del circolo 
circoscritto a un triangolo, diretto secondo la retta d'Eulero e per 
fuochi l'ortocentro e il suo simmetrico rispetto al centro dello stesso 
circolo, è tangente : 

1° alle rette parallele ai lati condotte per i vertici opposti. 

2" alle rette parallele ai lati condotte per i punti simmetrici del- 
l'ortocentro rispetto ai lati medesimi. 

3' alle coniugate armoniche delle altezze' rispetto ai lati che con- 
corrono con queste in uno stesso vertice. 

4° alle quattro coniche circoscritte al triangolo che hanno un fuoco 
nell'ortocentro. Q. Biasi. 
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(sono rispettivamente i numeri limll -\ 1 , limll -\- - — I , lim 11 —- 1 , 



per m = oo; ossia i numeri e\ e"^ e'^'^j. — Bibliografia (si parla dei discorsi 
dei sigg. De Torres e ArnUlage, pronunziati all'Accademia delle scienze di Madrid; 
del * Bollettino della R. Accademia di scienze e arti , di Barcellona, del ** Gior- 
nale di scienze matematiche e astronomiche , di Coimbra, del ' Wiadomosci Mate- 
matyczne , dì Varsavia, del * Pitagora » di Palermo, del " Bollettino „ di Bologna, 
de la • Energìa eléctrica , di Madrid ; e di lavori di F. Gomez Texeira, di F. F. 
Ascarza). — Cronaca (il Congresso di Livorno). — Questioni risolute (da Sllfàn, 
Mozote). — Questioni proposte. 

N. 3, 30 settembre 1901. — H. Brocard., Nota intorno alla 1* questione (studio 
di una curva e generazione di essa proposta dal prof. K. Retali). — J. M. Villa- 
fané., Logaritmi dei numeri immaginari. — L. De Alba., Nota sopra un nuovo 
circolo della Geometria del triangolo. (E il circolo che ha per diametro la distanza 
fra l'ortocentro e il circumcentro. Propone di chiamarlo circolo ortoconcentrico.) — 

F. Gomez Texeira, Su una proprietà dei fuochi degli ovali di Cassini. — H. Caro, 

Jroo reo 

' coQx^dXf j Benx^dx. — Bibliografia (si parla di opere di 

P. Mercer, L Ahnerat Z. Garda de Galdeano, E. Pascal, R. Marcolongo, e si danno 
i sommarli di " Mathesis „ di Gand, del ' Bollettino „ di Bologna, degli * Atti 
della R. Accademia Peloritana , e del " Bollettino della R. Accademia di scienze 
e arti „ di Barcellona). — Cronaca. — Questioni risolute (da Aubel, G. SPvan, 
R. Masip, L. De Alba, A. Krahe, L V. Alonso.) — Questioni proposte. 

N. 4, 30 dicembre 1901. — Programma pel 1902. — L. Clariana, Superficie 
dell'ellissoide di rivoluzione con relazione agl'integrali ellittici. — L. De Alba, 
Nota sulle frazioni con denominatore irrazionale. — J. Rius y Casas, Caratteri 
formali dell'eguaglianza. — Bibliografia (si parla di opere di L. 0, de Toledo, 
L M. Villa fané, V, Retali, M. Gode f rag, A. Conti, e de' periodici * Prace Mate- 
matyczns « di Varsavia, * Le Matematiche pure e applicate , di città di Castello, 
" Mathesis , di Gand, " Pitagora , di Palermo, " Bollettino ^ di Bologna, ' Energia 
eléctrica , di Madrid). — Cronaca. — Questioni risolute (da R. Masip, I. G. Alva^ 
rez y Vde, A, Bozel Obejero, A. Droz-Farny, V. Retali, G. Silvan). — Questioni 
proposte. 

L'Enseignemet mathématique di C. A. Laisant e H. Ferr. 

Anno III, N. 4, 15 luglio 1901. — P. Barbarin, ' Georges Brunel , (cenno bio- 
grafico). — G. A. Maggi, Riflessioni sull'esposizione dei principi della meccanica 
razionale. — R. Bettazzi, La rappresentazione grafica dei numeri. — E. Wicker- 
sheimer. Sul postulato delle parallele. — Franz Redi, Nuove formule per le 
funzioni trigonometriche degli angoli d'un quadrilatero. — Cronaca (si parla di 
Oscar Schlomilch, della corrispondenza di G. Bellavitis, che il prof. Alasia si pro- 
pone di raccogliere, dei premi proposti dall'Accademia reale di Madrid, ecc.). — 
Corrispondenza (sulla trigonometria sferica). — Domande (sull'insegnamento della 
geometria descrittiva). — Bibliografia (vi si parla di opere di Ahrens, Alasia, 
Berger, Dzioleck, Engel, Estanave, Lebon, MSbius, Schl5milch, Wiener). — Bollet- 
tino bibliografico. 

N. 5, 15 settembre 1901. — H. Fehr, Le lezioni d'introduzione e di revisione 
nell'insegnamento secondario superiore. — Ch. Berdellé, Alcune idee antiche e 
nuove nell'insegnamento^ del sistema metrico (propone una nuova tavola sinottica 



f 
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misure e dei loro multipli e sottomultipli), — A. G. Grttnhill, Su una fun- 
elementavo (Difende lo studio dell» funzione y = , ., , , -■ '^^^ '1 
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gresso di msteiiistici tedeschi xd Amburgo nel settembre 1901; sulla bancsrolta 
dell'educaiioiie scientificn; sulle norme ds osservare per seguìie il corso dì mate- 
msticA dell'Università di (iinevia; del congresso internazionale di storia delle 
scienze, che si terrà a Roma nel I902|. — CoiTÌaponilenza (di /. K. Hatzldakla 
di H. hnikardl, sulla formula di Tj-lor [v. N. h\\ di Goutard, sulla nozione di 
tmlinoinio identicamente nullo. -~ Questioni e osservnzioni diverse (di H. Fehr, 
sulla (ìenom inazione di numero algebrico). — }!ìbliografica (si parla dell'Annuario 
del matematici pel 1901-02, dell'Annuario del ' Borea a dea Longitudes , e di 
upere di Estnnave, Haentzschel, Kiepert, SchrJider, Simon). — Bollettino bibliografico. 

Bullelin de iciences malhéniatiquei et phyiiquei élémentalrea fond(> par M. B. 
Xieirengltitrskì, 

Anno VI, N. 20, 15 luglio 1901. — B. A'., Nota sul teorema fondamenlale 
relativo all'addizione algebrica. — E. Leboii, Generalizzazione d'un teorema di 
divisibililà. — Concorso di matematiche elementari, 1901. — Questioni risolute. — 
IJiiestioni proposte. 

Alino VII, N. I, 1 ottobre 1901. — Corrispondenza (sul rigore delle dimostra- 
zioni). — tì. Ve Bocguignij-Adanaon, Questioni d'aritmetica. — Preparazione agli 
usami. — Temi di osami alla Scuola Navale, e alla sezione normale annessa alla 
Kcuola d'arti e mestieri di Chàlons. — Questioni risolute. — Questioni proposte. 

N. 2, 15 ottobre 1901. — Concorso generale del 1901. — Piccole note (me- 
diana d'uD triangolo, direttrici dell'ellisse). — Preparazione agli esami. — Que- 
stioni risolute. -~ Questioni proposte. 

N. 3, 1 novembre 1901. — G. Lelii; Composizione ideile forze parallele. — 
C7t. ^f., Due problemi generali di Geometria elementare. (Dotormi nazione di punti 
conoscendo certi angeli e certi rapporti di distanze: ne discendono come casi par- 
ticolari molti noli problemi.) — Questioni risolute. ~- Questioni proposte. 

N. 4, 15 novembre 1901. — Sull'espressioni x^\'a + b± ]ii — b, e x = a + b 
(modo di renderle cslcolabili coi logaritmi). — Soluzione dei temi propoeti alla 
senola Navale e alla scuola d'arti e mestieri di ChAlons. — Questioni risolute. — 
•Questioni proposte. 

N. 5, 1 dicembre 1901. — L. G., il teorema di Eulero sui poliedri (Dimostra- 
zione: e critica di note dimostrazioni.) — Questioni risolute, — Questioni proposte. 

N. 6, 15 dicembre 1901). — A. G. Fnntenf, Per la geometria di direzione. — 

E. Lelion, Su una proprietà di numeri della forma ^ — -. — L. O., Equiva- 
lenza di due poliedri simmetrici. — Questioni risolute. — Questioni proposte. 

N. 7, 1 gennaio 1902. — G. Fonleni e L. G., Sulla formols di Brassine (Dà 
il volume d'uD tetraedro in funzione delle lunghezze degli spigoli e del raggio 
della sfera circoscrìtta). — Temi degli esami alte scuole normali di St. Cloud e 
Kontenay-aux-Roses. — Questioni risolute. — Questioni proposte. 

N. 8, 15 gennaio 1903. — G. Fonlinf, Media aritmetica e geometrica di tre 
numeri. — Corrispondenza (Postulato d'Euclide, ecc.). — Questioni risolute. — 
Questioni proposte. 

N. 9, 1 febbraio 1902. — £. Lehon, Proprìetii metiiclie del triangolo. — Que- 
stioni risolute. — Questioni proposte. 

N. 10, 15 febbraio 1902. — L. Gerard, Sul teorema di Caueliy (sui poligoni 
sforici). ~ Questioni risoluto. — Questioni proposte, — Bibliografia (Algebra di 
Boiirìel). 

E. Nanne:, 
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La ditta Nicola Zanichelli di Bologna tra breve poiTà in, 
vendita il compendio della Storia «Ielle Matematiche 

del professor Rouse Ball di Cambridge, volta in italiano dai 
professori D. Gamhiolì e G. Politi, riveduta e corretta dal 
professor Gino Loria, dell'università di Genova; l'opera con- 
sterà di due volumi, il secondo dei quali conterrà un'appendice 
sui matematici italiani dei tempi recenti. 

Inoltre ]a stessa ditta sta ora pubblicando il breve som- 
mario di detta storia, compilato per cura del prof. Gambioli 
ad uso delle scuole secondarie. 

Yi etflto pabblicato; 

LAZZERl E PESCI 

per l'ammiMione alla R. AGcademla Navali 



Un volume in 8° — Lire 3,20. 
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Presso la Sig." PIA PADERNI ved. LUGLI, via Agostino De- 
pretla, n. 86, Boiiin, trovansi vendibili, legate in volumi, le serie 
complete del Periodico, dal 1° a tutto il 10° anno al piezzo ridotto di 
Lire ÓO all'interno e di Franchi 60 in oro, per gli Striti dell'Unione 
Postale; e le annate complete separate, pure rilegate in vohinii dal 
3" al 10° anno, nonché i fascicoli sciolti dei suddetti anni, a prezzi da 
convenirsi. 

Presso la medesima signora è pure vendibile la Raccolta di temi di 
matetnatica redatta dalla Giunta centrale esaminatrice per la licenza 
d'Istituto tecnico nella sezione tìsico-matematica, con soluzioni e 
rispoate del Prof. AURELIO LUGLI, al prezzo di L. 1,25 ciascun 
libretto. 

Le annate 11» a 16* (1896-1901) del Periodico di Maleinatiea si tro- 
vano in vendita presso la direzione al prezzo di L. 6 per l'interno e ' 
di L. 7 per l'estero. 



/^ 



PERIODICO DI MATEMATICA 

PER L' INSEGNAMENTO SECONDARIO 



(Organo deirAssooiaaioue « MATHBSIS »). 

]1 Periodico di Matematica è destinato principalmente ai professori di mate- 
matica delle scuole secondarie e agli studenti universitari della facoltà di scienze 
fisico-matematiche. Contiene articoli d'indole scientifica o didattica riferentisi spe- 
cialmente air insegnamento elementare, quistioni da risolvere, notizie scientifiche ecc. 

Per cura del Periodico vengono pubblicati anche gli Atti deW Associazione. 

11 Periodico si pubblica in fascicoli bimestrali di 48 pagine almeno. Non si 
fanno altro che abbonamenti annui decorrenti dal 1^ Luglio al 30 Giugno deiranno 
successivo per conformarsi all'anno sociale dell'Associazione Mathesis. 

Le condizioni di associazione ed abbonamento per l'anno 1901-902 sono le seguenti: 

Per i SOCI dell'Associazione Mathesis il prezzo complessivo della quota so- 
ciale annua e dell'abbonamento al Periodico, compresi gli Atti è di Lire IO da 
inviarsi al Segretario dell'Associazione, prof, Filiberto Castellano, Corso Vittorio 
Emanuele 16, Torino, h^ tassa di ammissione per i nuovi soci è di L. 4. 

Condizioni di abbonamento per i non soci: 

Italia Esteso 

Periodico di matematica L. 8 9 

Atti delV Associazione Mathesis «^ ? 

Periodico di matematica e Atti deW Associazione Mathesis. » 10 11 

Periodico, Supplemento e Atti 1,11,50 13 

PREMIO STRAORDINARIO Al NUOVI ABBONATI. — Al nuovi abbonati saranno inviati 
come premio gli « Atti del primo Congresso dei professori di matematica delle scuole 
secondarie, tenuto In Torino nei giorni 9-14 Settembre 1898 ad iniziativa dell'Associazione 
Mathesis ». Un bel volume dello stesso formato del « Periodico » del valore di L. &. 



SUPPLEMENTO AL PERIODICO DI MATEMATICA 



Questa pubblicazìoue fu iniziata neiranno scolastico 1897-98 per completare il Pe- 
riodico di matematica, ed è destinata principalmente agli studenti delle scuole medie, 
nei quali si propone di eccitare l'amore allo studio delle scienze matematiche e fisiche. 
Contiene brevi articoli di matematica e fisica elementari; quistioni da risolvere, 
delle quali vengono pubblicate le migliori risoluzioni, con un cenno delle altre; 
quistioni a concorso con premi consistenti in libri, ecc. 

Per quello che si riferisce alla redazione i lettori sono pregati d* indirizzare 
lettere e cartoline al Direttore Prof. Giulio L azzeri, per quello che si riferisce 
airamininistrazione, all'editore Raffaello Giusti. 

Le lettere non affrancate saranno respinte. 

U Supplemento si pubblica in 9 fascicoli mensili di 16 pag. ciascuno da No- 
vembre a Luglio. 



Con'lizioni di abbonamento: 

Italia Esrno 

Abbonamento separato L. 2 2,50 

Per gli abbonati al Periodico , 1,50 2 

Pagamento ANTICIPATO per mezzo di vaglia o cartolina-vaglia atredlt. Raffaello Giusti. 

Chi procurerà 10 abbonati ai « Supplemento * avrà l'abbonamento al «Periodico» per L 4- 

Chi procurerà 20 abbonati al « Supplemento * avrà Tabbonamento GRATIS al « Periodico '. 




Ju. 19 1502 j 

vMaggio-Giugno 1903' Fasc. VI 



DI 



L'INSEGNAMKNTO SECONDARIO 

foidato da IIÀTIDK KKSSO, c«ntl»ila da AUUKI.IO l.uei.l 

Prof. GIULIO LAZZERI 

Orbano deW Aasociaxioiie Matìiests 



Serie li — Volume IV 



SOMMARIO: 

Loria. — Le q a ad rise canti di una quaterna di rette P<ig. ' 

Buffa. — Priocipii di Logica. (Vontinna^. vedi faèc. VI, Anno XVJ) . , i 
Bebkardi, — Sull'estrazione abbreviata della radice cubica intera dai 

Patrassi. — Le linee asintoti di e' nelle superficie del 2° ordine dotate 

di centro , '• 

PicoioLi. — Criterio per riconoscere so sinuo o no congruenti due figure 

simmetriche rispetto a un f-i di S„ , ; 

SiBiRAKi, — Sopra una classe di determinanti '. 

Casbido. — .Sulle funzioni L'„, V„ dì Liicas ! 

Piccole Note: 

Barisibn. — Identità di certi integrali definiti , '• 

— Still'area della podaria di una curva , : 

Cabliki. — Un teorema sulla funzione tp di tìausa , ■ 

Risoluzioni delle quistioni tSOI, t>l}2 e 603 , 

Quist ioni proposta 60-t-60i). . ' , '■ 

Bibliografia. — Scientia. St'i-ie Flujsico-MalhèmatiqHe. Pari.'', C. Nand; 
N. 13, F. M. Raonlt, Vrioaeopin, 1901. Gbhosa. - N. 15, liHtbnrin, La 
géomttrU non EucìedUiine, 1902. - N. 17, Andoyer, Thfnrie de ìtt 
Lune, 1902. ■ H. IB, I>emoÌD0, Oihmelrograpìiie on art ile coHxtmc- 
tionì giomttriqiUK, 1902. — Bellino Carrara S. l.. La Sflfnogi'a/iit 
iintica e modtrnn. PiTOSi ■ 

LIVOIUO 

TIPOGRAFIA DI RAFFAELLO GIUSTI 
1902 



UBII ED OPUSCOLI BICEVUTI OiLU DIREZIONE 

Ahdreihi. — Sopra i raggi delle afere insertile e eireoeerille ad alenni poliedri. 

(PiUgora 1902.) 
Intorno a due teoremi relativi alla teorica dei minimi quadrati. (RivisU di 

topografia e catasto, 1902.) 
Abzblì. ^ Sul secondo teorema della media per gl'integrali doppi. (R. Acc. della 

Scienze di Bologna, 1902.) 
Barvblli. — Su un teorema statico di Leibniz. (Rendiconti det R. Ist. Lotslnido.) 
Bmazzi. — Figure finite e figure ìnfinile. (Bollettino di Matematica, 1902.) 
Caprlu. — Sulla continuità delle funzioni di più variabili reali. (Acc. reale di 

Napoli, 1902.) 
Sulla ridultibililà dilla funzione x* — A in titi campo ^alunque di razio- 

ntdilà. (Hath. Annalen. Bd. .H.) 
CiAMBBRLiHi. — Sul Concetto di luogo neW Integnamenlo della geometria elementare. 

(BolIettiDO di matematica, 1902.) 
Giudice. — Esistenza, calcolo e differenza di radici di equazioni numeriche. (Read. 

del Circolo inat. di Palermo, 1902.) 
Grilli. — Metodo di Horner per eseguire la tfirùioneiftifiMpoftnoin). (Pitagora, 1902.) 
Loria. — Pseudoveraiern e Quadratica geometrica. (Bibllothoca Matematica, 1902. 

Donne Matematiche. (Memorie della R. Acc. Virgiliana. Mantova, 1902.) 

Le scienze esatte nell'antica Grecia. Libro F. (ultimo}. L'aritmelUa dei Greci. 

(Memorie della R. Acc. di Scienze Lettere ed Arti di Modena, 1902.) 
Martinetti. — Alcune considerazioni sulla configurazione di Kummer. (Rendiconti 

del Circolo Matematico di Palermo.) 
MiHBua. — Cmirs de Trigonometrie. {Qa&tt'tèmo édition. Bnixellea, StsTeoB, 1901.) 
Paci. — Generalizzazione di un teorema di Gauss. (Rendiconto del circolo Mate- 
matico di Palermo. 1902.) 
Palatini. — L'ordine della varietà che antmlla i tubdeterminanti di un dato grado 

di un determinante emisimmetrico. (Rendiconti della R. Acc. dei Lincei, 19021. 
Pascal. — Sopra i numeri bernouilliani. (Rendiconti del R. Istituto Lombardo di 

Scienze e Lettere, 1902.) 
Rosati. — Sulle curve ellittiche det aest'ordine. (Rendiconti del R. Istituto Lom 

bardo, 1902.) 

Presso la Sig.» PIA PAUEUNI ved. LUOLI, via AgosUuo De- 
pretis, n. S6, Koma, trovatisi vendibili, legate in Tolumi, le serie 
complete del Periodico, dal 1° a tutto Ìl 10° anno al prezzo ridotto di 
Lire 60 all'interno e di Franclii 60 in oro, per gli Stati dell'Unione 
Postale; e le annate complete separate, pure rilegate in volumi dal 
3° al 10° anno, nonché i fascicoli sciotti dei suddetti anni, a prezzi da 
convenirsi. 

Presso la medesima signora è pure vendibile la Saccolta di temi di 
matematica redatta dalla Giunta centrale esaminatrice per la licenza 
d'Istituto tecnico nella sezione fisico-matematica, con soluzioni e 
risposte dei Prof. AIIBELIO tUOLI, al prezzo di L. 1,35 ciascun 
libretto. 

Le annate 11* a 16» (1896-1901) del Periodico di Matematica si tro- 
vano in vendita presso la direzione al prezzo di L. 6 per l'interno e 
di L. 7 per l'estero, le prime tre, e di L. 8 per l'interno e L. 9 per 
l'estero le altre. 



LE QUADRISECANTI DI UNA QUATERNA DI RETTE 

Nota di Geometria descrittiva 



I. Fra i problemi classici di Geometria descrittiva va annoverato 
il seguente: 

D(Ue quattro rette a, b, e, d, che a due a due non s' incontrano, tro- 
varne una quinta che tutte le seijhi. 

La soluzione che di consueto se ne ìndica può compendiarsi così : 
Si proietti da « e é un punto qualunque M di e sopra la quarta delie 
rette date rispettivamente in M, e M,; ove Mi e Mi coincidessero, 
pel punto di riunione passerebbe eziandio l'intersezione di quei due 
piani proiettanti, onde tale intersezione sarebbe appunto la retta 
cercata. Ora quando M percorre la retta e, Mi e Mi descrivono sopra d 
due punteggiate evidentemente proiettive; se ne cerchino i punti 
uniti X,Y; per ciascuno di essi passerà una delle rette richieste. Da 
ciò si vede che il problema è di secondo grado. Per eseguire il di- 
segno relativo si sceglieranno ad arbitrio tre punti M, N, P della 
retta e e si troverà una delle proiezioni (p. es, la proiezione orizzon- 
tale) delle risultanti coppie Mi Mj, Ni N3, Pi Pi ; X' e Y' saranno allora 
; niiiiH rfnTitii rlolln (irnÌAfiivifit inHìvìHiifttji doilfi ocxvn\t^ M'. M'„ TC'. W. 
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A tale scopo immaginiamo di condurre per la retta d due piani 
arbitrari o e t; su di essi le retttì a, b, e determineranno due trian- 
goli LMN, PQH, mentre la quadrìca Q sarà tagliata dagli stessi in dae 
coniche V, A circoscritte la prima al triangolo LMN e la seconda al 
triangolo PQH, ed entrambe passanti pei punti incogniti X, Y. No- 
tiamo ora che le due coniche V, A sono punteggiate proiettivamente 




dalla schiera rigata ab e e determinano, quindi, fra i due piani ce 
una corrispondenza proiettiva in cui ai punti L, M, N corrispondono 
rispettivamente i punti P,Q,R ed alla retta d corrisponde sé stessa; 
X e Y ne saranno punti doppi. Ora in tale corrispondenza 

al punto MN.rf= Al corrisponde il punto QR.rf^A» 
, NL.rfsB, . . , RP.rf = B, 

. LM.(;-0, , „ , PQ.rf-C; 
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onde X e Y altro non sono che i punti uniti della proiettività indivi- 
duata sulla ti dello coppie ÀiÀ« , BiBi , CiCi . Il problema è quindi 
ridotto — come nella precedente róluzione — alla ricerca dei punti 
doppi di un'omografia di 1* specie determinata da tre coppie di punti 
corrispondenti. Ma in questa soluzione sono arbitrari i piani o, i; di- 
sponendone convenientemente, si pub renderla notevolmente semplice. 
La scelta migliore consiste nel supporre che a e x siano i piani 
che proiettano la retta d rispettivamente sul piano orizzontale e sul 
piano verticale. Allora (v. la fig.) si (traccia orizzontale di o) coin- 
cide con (f e (s (traccia verticale di i) coincide con d'; e si avrà 
evidentemente 

L'=a d' , M'Hè'rf" , N' =c'(r 
P" = a" rf" , Q" = b" rf" , R," = e" d' ; 

L", M", N" saranno le intersezioni delle corrispondenti ordinate ri- 
spettivamente con a", b", e", mentre P', Q', R' si otterranno tagliando 
a\b\d con le ordinate de' punti F',Q", R". I lati del triangolo P'Q'R' 
saranno incontrati da d rispettivamente in A'i,B'i, Ci, mentre quelli 
del triangolo L" M" N" saranno incontrati da d' rispettivamente in 
A"a, B"i, C",. Si trovino A'i , B', , Ci. Allora X' e Y' saranno i punti doppi 
dell'omografia determinata, sopra la retta d, dalle coppie 

A'. A', , B'iB', , C'iC; 

le corrispondenti ordinate segheranno d' rispettivamente in X" e Y". 

Coù sono trovati i punti X, Y. Resta a costruire la retta che passa 
per X (oppure Y) e si appoggia ad o, 6 (e quindi a e); per far ciò nel 
modo più economico, si conduca pel punto X la retta p parallela 
alla a e sì determini il punto Xi in cui la retta b sega il piano ap, 
il che è possibile ed agevole compiere anche senza ricorrere alle 
tracce del piano ap; sarà allora XXi = ar. Similmente: condotta da Y 
la retta q parallela ad a, e trovato il punto Yi in cui il piano aq è 
segato dalla retta b, si avrà YYi = y. Il problema è così completa- 
mente risolto. 

Va notato che questa soluzione si presta a molteplici immediate 
verificazioni; di più essa è indipendente dalla linea di terra (che, 
perciò, non venne nemmeno tracciata sulla figura), prerogativa questa 
che la renderà ben accetta a chi adotta alcune idee ben note patro- 
cinate dal Mannheim. 

Genova, 15 marzo 1902. 

Gino Loria. 
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PRINCIPII DI LOGICA 

(Continuai., p. fate. VI, anno XVI) 



Pp IV. — Principio del particolare e universale, ossia, 

PRINCIPIO DEL sillogismo. 

Data una proposizione vera, per necessità logica sarà vei-a qualunque 
altra ottenuta pranJendo, rispetto alla dat.t, o Ìl soggetto particolartnenU, 
o l'attributo universalmente, o nello stesso tempo il soggetto pa''fieo/ar- 
mente e l'attributo universalmente. 

Data una proposizione falsa, per necessità logica sarà falta qualunque 
altra ottenuta prendendo, rispetto alla data, o il soggetto unicerialmenle 
o l'attributo 7>n>'fi*co/a>')ii«n;^, o Dello stesso tempo il soggetto universal- 
mente e l'attributo particolarmente. 

Con altre parole, iudiuando con a, b delle classi, con la coppia [a, b) 
la proposizione di cui è soggetto il primo elemento ed attributo il secondo 
elemento della coppin, si dirà: 

fverufa, b)\ , fvero (particolare (a), b)\ 

("">(", "ni"™i. (Sì) I 

\falso (a, particolare (6)) J 
/v.ro(p.rtic.(«),u,i..(i)n 
|f»l.o(uiiiv.(a),p.rtio.(t))/ 

6. Applicazioni. — In forza di Ppl, quando in un ragionamento, in 
nn grappo di proposizioni, sono indicate delle proposizioni singolan false, 
possiamo a questa sostituire le corrispondenti opposte che sono vere. 

Data una proposizione non singolare, se essa e la sua inversa sono 
vere, allora, in forza di Pp II e Pp III, la verità o falsità delle altre 
sei proposizioni, che si ottengono facendo sulla data le tre operazioni 
opposizione, coatrarietà, inversione, come è indicato a n. 4, è indipen- 
dente dalla natura degli elementi della proposizione data, cioè è necessità 
logica. 

Difatti sia Q la proposizione data e sia « vero . Q » « vero . inversa (Q) », 

Inforza di Pp II sarà « falso .opposta (Q)» «falso, opposta inversa (Q)». 

In forza del Pp III sarà « vero .contraria Inversa (Q) » e vero .con- 
ti'aria inversa inveraa (Q) » e quest'altloia non è altro che « vero, con- 
tr.ri. (Q) .. 

In forza del Pp II sarà < falso . opposta contraria inversa (Q) > « falso . 
opposta contraria (Q) ». 

Con altre parole, indicando con a, b delle classi, con [a, b) la propo- 
sizione di cui il primo elemento a è eoggetto ed il secondo elemento è 
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BÌ avrà neoessariRmente: « vero [^ b, ^ a) > « vero (^ a, -^ b) » * falso 
(a, _ i) » « falso {b. ^ a) » « faUo (^ 6, a) » « falso (^ a, b). 

Per gli stessi pi'ÌDcipÌi, risultati identici ai precedenti si ottengono 
quando Iti. proposizions data e la sua contraria sodo vere. Cosi, la coe- 
sistenza della verità d'una propOBÌzione e della sua inversa, ha lo stesso 
valore logico della coesistensa della verità della proposizione e della sua 
contraria. 

Quanto si è detto si può riepilogare nella seguente 

RsaoLA. — Qunudo in una certa teoria sono state dimostrate vere 
due date proposizioni tali che l'una è inversa dell'altra oppure l'una è 
coiitrnria dell'altra; allora, è semplicemente riposta nei Pp II, Fp III, 
tfinto la verità di quelle due che sodo l'inversione della contraria delle 
date, quanto la falsità di quelle quattro che sono l'opposte delle quattro 
precedenti. 

Qualunque dimostrazione per la verità o falsità delle sei proposizioni 
derivate dalle due date con le operazioni opposizioDe, contrarietà, inver- 
sione, sarebbe cosa perfettamente inutile anzi daDDosa come un inutile 
spreco di forze e come un ingombro di materiali. 

Per es. sia data la proposizione individuata da * (classa dei triangoli 
isosceli, classe dei triangoli isogoni) » se per la natura delle classi si ha,: 

vero . il triangolo isoscele è triangolo isogonio 

> . » isogonio è » isoscele. 

Allora per necessità logiche cioè indipendon tornente dalla natura delle 
classi si avranno le sei proposizioni che riferite ai soli triangoli si scri- 
veranno: 

vero . il non isogonio non ò isoscele 
» , il non isoscele non è isogonio 

falso . l'isoscele unu è isogonio 

> . l' isogonio non ò isoscele 
» . il non isogonio è isoscele 
» . il non isoscele è isogunio. 

Esempio d'applicazione del Pp IV ricordando il significato delle classi 
quadrilatero, p&i-allelogrammo, rettangolo, quadrato, le quali sodo tali 
che ognuna è particolare dello precedenti e universali delle seguenti. 

Dato che « vero . ogni rettangolo appartiene alla classe dei parallelo- 
grammi con diagonali eguali ». 

Sarà necessariamente: 

< vero . ogni quadrato h parallelogrammo con diagonali eguali » 
« vero . ogni rettangolo è quadrilatero con diagonali eguali » 

< vero . ogni quadrato è quadrilatero con diagonali eguali >. . 
Dato che « falso . ogui rettangolo ò quadrilatero con le diagonali per- 
pendicolari ». 

Sarà necessariamente: 

« falso . ogni parallelogrammo è quadrilatero con le diagonali perpen- 
dicolari > 



S94 PERIODICO DI MATEMATICA. 

< fulso . ogai rettaogolo a quadrilatero con le diagonali perpeDdìcolari 
e posto Dol piano a * 

< falso . ogni parHlleiogramnio è quadrilatero oon le diagonali perpen- 
dioolari e posto nel piano a »■ 



§ 3. — Contraddizione - Incompatibiliti - Proposizioni condizionali. 

1. Due proposizioni si dicono contradditorie fra loro oppure una con- 
tradditoria dall'altra, quando per esse si potrà dire ciò che a § 2 . n. 5 . 
Pp I ai disse per due prapoainioni singolari opposte: cioè, due proposi- 
zioni contradditorie non possono essere entrambe vera né entrambe false. 

Come non si avrebbe il sentimento del vero senza quello del falso cosi 
non si può concepire una proposizione priva della sua contradditoria !a 
quale viene anche chiamata sua negazione. SÌ deve ben osservare che: 
la contradditoria e l'opposta d'una proposizione singolare sono la stessa 
cosa; ma la contradditoria e l'opposta d'una proposizione non singolare, 
sono uose diverse, e ciò è reso evidente da quanto ai è detto al Pp II § 3 . o. 5. 

2. Una data proposizione non eingoiare si può sempre mettere sotto 
questa forma « tutto il soggetto appartiene all'attributo » oppure « non 
esistono individui comuni alla classe soggetto e alla classe negazione dei- 
l'attributo ». Peroiò la contradditoria della data proposizione non sin- 
golare deve acero questa forma < esistono individui comuni alla classe 
soggetto e alla classe negazione dell'attributo». 

£ non si deve dimenticare che quest'ultima comprende come casi par- 
tìcolari queste tre altre forme: 

« ogni indivìduo del soggetto appartiene alla negazione dell'attributo » 

« una parte del soggetto » > » » 

< una parte sola del soggetto > » > ; e 

l'altra parte del soggetto appartiene all'attributo >. 

Esempi. — Considerati i cerchi come al § 1 u. 5, ai facuia la fig. 1 
che sia la rappresentazione grafica della proposizione « ogni punto del 
cerchio a è punto del cerchio b » ossia < non esiste punto appartenente 
ad a ed all'esterno di d »; e si facciano le fig. 2, 3, 4 che rappresentino 
i tre casi delta contradditoria della proposizione proposta. 

Posto « ^ mortale EE immortale » si avrà: 

«ogni uomo A mortale = non esiste uomo immortale» quindi «con- 
tradditoria (ogni uomo Ò mortale) ^ esiste l'uomo immortale, ossia, esi- 
stono nomini immortali ». 

Evidentemente quest'ultima può, nel rispetto logico, prendere una delle 
tre forme seguenti: 

« tutti gli uomini sono immortali » 

« alcuni uomini (per es. gli uomini savi) sono immortali » 

«un determinato gruppo di uomini è immortale; gli altri uomini ri- 
manenti sono mortali ». 
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In genemle indicando udk proposisione non singolare come una coppia 

di cui il primo elemento è la classe soggetto ed il secondo elemeoto à 

In claase attributo, il segno < {a, b) » gì leggerà « ogni individuo dellei 

alasse ai un b»; e si avrà: 

< {a, b) = non esistono individui comuni alle classi a, .^ b » 

« contradditoria (a, fi) = esistono individni comuni alle classi a, .^ b », 
Ma non si deve dimenticare la possibilità di intendere quest'ultima 
come una qualunque delle tre seguenti proposizioni: 

< (a, ^ 6) > < (particolare (a), ^ b)» 

< (particolare (a), ^ b), e, (particolare (n), b) >. 

3. Dire cbe una data proposÌEÌone categorica À falsa, è lo stesso che 
dire, la contradditoria della data è vera ; cioè il sentimento del falso di 
una proposizione data ò logicamente identico al sentimento del vero della 
contradditoria della data. Perciò se io un ragionamento, in un certo 
gruppo di propesili Olii, si hanno delle proposieìoni a cui è associato il 
sentimento del falso, ad esse si possono sostituire le rispettive oontrud- 
ditorie associando a queste il sentimento del vero. 

In algebra si hanno due segni distinti da premettere ai numeri per 
indicare se essi sono positivi o negativi, e qnando un numero non ba 
seguo si considera come se avesse il segno positivo: analogamente in 
logica si hanno le voci o segni « vero, falso » da premettere alle propo- 
sizioni per indicare coma queste si considerino lispetto al sentimento del- 
l'uomo, e qnando viene indicata una proposizione senza alcuno dei su 
detti segni allora questa si considera come se avesse il segno « vero ». 
In forza di quanto si è detto, è naturale cbe, ogni gruppo di proposizioni, 
ogni ragionamento, si riduca sempi-e ad nn complesso di proposizioni alle 
quali si associa il sentimento del vero, e cbe la voce « vero > sìa sempre 
sottintesa. 

4. Due proposizioni si dicono incompatibili ùa loro, oppure, una in- 
compatibile, rispetto all', dell', all', alti-a, qnando per esse si potrà dire 
ciò che a § 2, n. 5 . Pp II si disse per dna proposizioni non singolari ma 
opposte: cioè due proposizioni si dicono incompatibili quando non possono 
essere eutrambe vere. 

Due proposizioni contradditorie sono sempre incompatibili; ma pos- 
sono due proposizioni essere incompatibili senza essere contradditorie: 
ciò è evidente per quanto si disse nei Pp I, Pp II a g 2 n. 5, e per le 
definizioni di contraddizione e di incompatibilità. 

Esempi. — Rappresentazione grafica di due proposizioni singolari non 
contradditorie ma incompatibili. 

Essendo a, h le classi dei punti dì due cerchi intesi come a § I, n. 5, 
e tali che a è particolare di b, ed essendo p un punto, le due proposi- 
zioni « j) appartiene ad a» €p appartiene all'esterno di b* sono incom- 
patibili ma non contradditorie. Difatti se una di esse è vei-a l'altra è 
falsa, ma possono essere false entrambe come avviene per tutti ì punti 
segnati fra le due circonferenze. 
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Essendo a, b due uumeri, le proposizioni <(i>£»«a<fi> non pos- 
sono essere entrambe vere cioè sono incompatibili; ma non sono contrad- 
ditorie in quantoobè potrebbero essere entrambe false, cosa che avviene 
quando a è uguale a b. 

In generale indichiamo con P un individuo; uol segno < (a, b) > una 
coppia di classi tali ohe b sia universale di a, vale a dire, iodichiamo 
con tal segno la proposiiione non singolare di cui a è soggetto, b è attri- 
buto. Ora le due proposizioni « P è un a > « P non è na b » sono in- 
compatibili ma non contradditorie. Invero pei dati e pei Pp I, Pp III 
si ha: 

< vero . P ò QU a > sarà necessariamente <■: vero . P è un & > sarà ne- 
ceasarìamente < falso . P non è un 6 » 

« vero . P non è un 6 > sarà necessariamente « vero . P non è un a » 
sarà necessariamente < falso . P è un a >. 

Quindi le suddette proposizioni sono incompatibili; ma per quanto si 
applichino i principii stabiliti nou si arriverà mai a conchindere che: 
< falsa . una delle due proposizioni date » sia necessariamente € vera . 
l'altra»: e cosi deve naturalmenle essere perchè tenendo fissa la rela- 
zione logica fra gli elementi della coppia (n, b), gli elementi P, a, b pos- 
sono essere di natura tale da rendere entrambe false le due proposizioni 
« P è un «i > « P non è un A », 

Essendo a, b classi, le due proposizioni non singolari < ogni a è b » 
« ogni a è negazione di b » pel Pp II sono incompatibili. Ora tenendo 
fissa la detta relazione d'incompatibilità, che è poi l'espressione del PplI, 
le classi a, b possono essere di natura tale da rendere entrambe false le 
proposizioni « ogni a è b» * ogni a è negazione di A » e precisamente 
ciò avviene quando una parte delta classe a appartiene alla classe b, e 
la rimanente parte di a non appartiene alla classe b. 

In conclusione ritorniamo a dire che due proposizioni incompatibili 
sono non contradditorie a seconda delie classi da cui sono formate, ma, 
stando ai soli priticipii di logica, non ei possono mai dire contradditorie. 

5. Tatti i ragionamenti si riducono a relazioni di oontraddizìons e 
di incompatibilità tra proposizioni. E queste relazioni fra due proposi- 
zioni sono simmetriche, vale a dire sono indipendenti dall'ordine delle 
due proposizioni. Ma l'ordine dato alle cose è l'artificio più potente per 
ricordarle e per esporle: per questa ragione è conveniente indicare la 
incompatibilità come relazione tra due proposizioni categoriche e senza 
trascurare l'ordine di esse. 

Si»no p, q due proposizioni categoriche ; la relazione « p incompatibile 
con q » o € q incompatibile con p » o * p, q sono incompatibili » signi- 
fica come già si è più volte detto « se è vera una delle due proposizioni, 
sarà per necessità logica, falsa l'altra » oppure, eliminando per semplicilà 
la parola falso, si dirà « se è vera una delle due proposizioui, sarà per 
necessità logica, vera la contradditoria dell'altra ». 
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III generale « coppia di proposizioni iacompatibili » eigniBuft « coppia 
di proposizioni tali «ha mentre è vera l'una, neaeasariamente è vera la 
uODtradditDi-ia dell'altra. 

Ora indicaiido col seguo « (a, b) » la frase < se è vei-a la proposi- 
zione a allora sarà necessariamente vera la proposizione 6 > la suddetta 
relazione di incompatibilità fra p e ^ significherà la coesistenza di queste 
due parti «: (p, contradditoria (f)); (q, contradditoria |(;i]) ». Ad ognuna 
di queste due parti vieu dato il nome di proposizione condizionale. 

£ precisamente la prima si chiama proposizione condizionale avente 
per ipotesi p e per tm contradditoria (9) ; la seconda si chiama proposi- 
zione condizionale avente per ipotesi q o per tesi la contradditoria (p). 
Quindi in generale per proposizione condizionale s'intende una coppia 
di proposizioni categoriche tali che, se è vera la prima, allora per ne- 
cessità logica, à vera anche la seconda: e la proposizione che costituisce 
il primo elemento della coppia vien chiamata ipotesi, o, indotta, o, con- 
trizione ; e la seconda proposizione vien chiamata tesi, 0, dedotta, o, con- 
dì sionata. 

In conclusione importa ricordare che: dire incompatibilità tra due date 
proposizioni categoriufae, è lo stesso che dire, proposizioni condizionali 
di cui il primo elemento ossia ipotesi è una delle date, ed il secondo 
elemento ossia tesi è la contradditoria dell'altra data. 

Come la relazione d'incompatibilità si può esprimere con due propo- 
sizioni condizionali; analogamente la oontraddizione si può esprimere con 
quattro proposizioni condizionali. Cosi dire « le proposizioni categoriche 
p, q sono contradditorie » è lo stesso che dire le quattro seguenti propo- 
sizioni condizionali « (p, contradditoria (q)); (q, contradditoria (p)) ; {con- 
tradditoria {p), q); (contradditoria (5), p). 

6. Confrontiamo la proposizione categorica con la proposizione con- 
dizionale. 

{. . ( classi dette eogg. e attributo^ 

categorica \ è una oop- I . , ■ v j .^ I 

. 5 -A i prò posi z.n' categoriche dette > 

' '^ y ipotesi e tesi | 

Iogui individuo della prima è pure indi-) 
viduo della 2* classe I 

se è vera la prima, è pure vera la se- | 
condft categoria. J 

Osservazione. — È importante osservare che ad unti classe si pvù 
sempre dare la forma dì proposizione singolare nella quale il soggetto 
viene inteso come una variabile, e precisamente la variabile nel campo 
dell'attributo cioè variabile in modo che la proposizione sìa sempre vera. 
Per es. le claSHÌ « triangoli isogoui; coppie di triangoli tali che due 
lati e l'angolo compreso di uno siano ordì natamente eguali a due lati e 
l'angolo compreso dell'altro; disposizioni di trapunti non allineati; h * 
si indicano con le corrispondenti proposizioni singolari « n è un triangolo 
jsogono; {b, e) è coppia di triangoli tali che due lati e l'angolo compreso 
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in b sono ordinatamente eguali a du« ]ati e l'angolo oompreao in e; 
(^1 !/ì ') "'■^ VII» ilispoeÌEÌone dì tre punti uon allineati; a> appartenga 
a A » e in queste pioposizioni i soggetti a ; (b, e) ; (ai, y, s) ; x sono va- 
riabili. 

Viceversa ad una propositione singolare, nella quale il soggetto è va- 
riabile in modo che la proposizione sìa sempre vera, si può dare la forma 
di clasaì. 

Per e&. le proposisioni singolari « m è un numero ; n sia un mortale ; 
p è triangolo » corrispondono alle classi < numero; mortale; triangolo ». 

Per l'osservazione precedente, ad ogni gruppo di classi si fa corri- 
spondere un gruppo di proposisioni singolari, quindi ad ogni proposizione 
categorica ai fa corrispondere una proposizione condizionale. 

Per es. alle seguenti proposizioni categoriche € la classe dei triangoli 
isosceli è contenuta nella classe dei triangoli isogoni; la classe dei triao' 
goli isogoni ò contenuta nella classe dei triangoli isosceli; la classe a è 
particolare rispetto alla classe b > corrispondono le proposizioni condi- 
zionali « se a; è triangolo isoscele, allora, ce è triangolo isogono; se a: è 
triangolo isogono, alloi's, x è triangolo isoscele; se y appartiene ad a, 
allora, y apparterrà » b *. 

Viceversa ogni proposizione condizionale si riduce ad una proposizione 
categorica. A. questo proposito si possono osservare gli esempi precedenti; 
e si osserva che per es. la condizionale < due triangoli se hanno i lati 
ordinatamente eguali sono eguali » si riduce a questa forma categorica 
« la classe delle coppie di triangftli aventi i lati ordinatamente eguali è 
contenuta nella classe delle coppie di triangoli eguali ». 

Si è visto che i passaggi dalle proposizioni categoriche alla corrispon- 
denti condieionali e viceversa, sono basati sulle due forme che può avara 
una stessa olasde. Quindi la categorica aingoinre DOn si poti-à tradurre 
in una condizionale se non quando si intenderà il suo soggetto come una 
classe di individui identici. 

EsKMPi. — La categorica singolare < A è un punto, ossia, ciò ohe è 
identico ad A è punto, ossia, la classe degl'individui identici ad A è 
contenuta nella classe dei punti » si traduoe in questa condizionale una x 
è identico ad A, allora, a; è un punto ». La categorica « B non è una 
retta, ossia, B appartiene alla classe che è negazione della classe retta, 
ossia, la classe degl'individui identici a B è particolare rispetto a ^ retta » 
Iti riduce alla condizionale < se x è identico a B, allora, x non è retta >. 

Viceversa, la condizionale k se a; d individuo identico al sole, allora, 
X è una stella » corrisponde alla categorica singolare < il sole è una 
stella » ecc. ecc. 

7. Da quanto si è detto al n. 6 segue naturalmente che gli stesai 
prinuipii a necessità logiche fra le proposizioni categoriche si hanno pure 
fra lo corrispondenti projxisizioni condizionali. Cosi i quatti'o principii 
assoluti che, a proposito delle proposizioni categoriche, sono indicati 
a § 2, n. 5, e che a proposito delle proposizioni condizionali varieranno 
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nella sola espressione, costituiscono le quattro leggi del pensiero umano. 
In generale tutto ciò che si può dire con proposizioni categoriche si tra- 
durrà subito nella corrispondente espressione con proposizioni condizionali ; 
basta a tal fine ricordare la seguente corrispondenza: 



Termini per le proposizioni 
categoriche. 

Classe. 

Soggetto. 

Attributo. 

Negazione di soggetto o di attributo. 

Opposizione cioò sostituire ad un 
attributo la sua negazione. 

Contrarietà cioè sostituire al sog- 
getto e sAVattributo le rispettive 
negazioni. 

Inversione cioè commutazione fra 
soggetto e attributo. 

l'rodotto di classi. 

Somma di classi. 

Una classe particolare rispetto ad 
una classe data; cioè, una classe 
che si considera soggetto nel men- 
tre che la data è attributo. 

Una classe universale rispetto ad 
una o/aj^e data; cioè, una classe 
che si considera attributo nel 
mentre che la data è soggetto. 



Parte indeterminata di una data 
classe. Per es. alla data classe 
« Italiani » si sostituisca la classe 
indeterminata « alcuni, molti, 
certi, diversi, vari italiani >; 
questa operazione si . chiamerà 
partizione indeterminata e la se- 
conda classe si chiamerà parti- 
colare indeterminata rispetto alla 
prima o della prima. 



Termini corrispondenti 
per le condizionali. 

Proposizione (intesa come neiros- 
servazione del n. 6). 

Ipotesi (o condizione, o, indotta). 

Tesi (o condizionata, o dedotta). 

Contraddizione di ipotesi o di tesi. 

Opposizione cioè sostituire ad una 
tesi la sua contradditoria. 

Contrarietà cioè sostituire alPipo- 
tesi e alla tesi le rispettive con- 
tr addizioni. 

Inversione cioè commutazione fra 
ipotesi e tesi. 

Coesistenza di proposizioni. 

Riunione di proposizioni. 

Una ipotesi rispetto ad una pi'opo^ 
sizione data; cioè, una proposi- 
zione che si considera ipotesi nel 
mentre che la data è tesi. 

Una tesi rispetto ad una proposi- 
zione data; cioè, uxìsl proposizione 
che si considera tesi nel mentre 
che la data è ipotesi. 

Proposizione il cui soggetto è la va- 
riabile nel campo di una parte in- 
determinata di quella classe nella 
quale è variabile il soggetto di 
una data proposizione; ossia, 

Proposizione corrispondente alla 
parte indeterminata di quella 
classe che corrisponde ad una 
data proposizione. Per es. alla 
data proposizione € x è un ita- 
liano (ove 00 è variabile) » si so- 
stituisca la proposizione corri- 
spondente alla classe < alcuni, 
molti, certi, diversi, vari italiani > 
cioè la proposizione < a? è uno dei 
molti, dei vari, di certi italiani >; 
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La particolare indeterminata di 
uua data categorica è quella ohe 
ei ottiene aostitueodo al soggetto 
una parte indeterminata di esso. 

Il prodotto ài due date clasti è 
nullo, ossia, le date classi non 
hanno elementi in comune, ossia, 
non esiste individuo appartenente 
alle due classi. 
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questa operazione si chiamerà 
partizìoDe iadetermiData e la se- 
cooda proposizione si chìamarà 
particolare i ade teiini Data rispetto 
alla prima o della prima. 
La particolare indeterminata di 
una diita condizionale è quella 
che si ottiene sostituendo all'ipo- 
tesi uoa particolare iDdeterminata 
di essa. 

La coesistenza di dna data propo- 
sizioni e assurda, ossia, le date 
proposizioni sono incompatibili, 
oBsift, il sentimento del vero non 
ra congiunto con le due propo- 
sizioni. 

Pietro Buffa. 



SULL'ESTRAZIONE ABBREVIATA 

DELLA RADICE CUBICA INTERA DAI NDERI DJTERI 



Teoreu A. — Se la radice cubica intera di mi mimerò a intero {*} 
ha 2n + 1 cifre almeno, e se s'indica con e il numero rappresentato dalie 
cifre di essa, escluse le a prime a destra (**), e se inoltre s'indica conq 

il quoziente e con i il resto della divisione — .j - j .^m • , cioè se si pone: 

a — cMO*" , r ,,. 



Se' . 10'" 



3c» . 10*" 



SI /i(f V a ^ e . 10" 4" q esattameìUe, od a meno di 1 ìinifù per difetto, ovvero 
a meno di 1 unità per eccesso, secondo che riesce r ^ (3c.lO''+q).qV 
fuorché quando risulta q = 10" + 1 , nel quale caso si ha inrecf 

|a^=c.l0" + q « meno di 2 unità per eccesso. 
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Dimostrazione. ~ Se s'indica con x il numero rappresentato 
dalle « prime cifre a destra della radice cubica intera del numero 

intero considerato a, sarà Vrt = c.lO"-Hx esattamente, allorché il 

numero a sarà un cubo perfetto, e sarà invece V a ^ e . 10" + ìf a 
meno di 1 unità per difetto, allorquando il numero a non sarà un 
cubo perfetto, e converrà nella dimostrazione considerare separata- 
mente tali due casi. 

Caso 1". — Poiché si ha per ipotesi: 

V rt != e . 10" -j- j esattamente, (2) 

si verifica manifestamente l'eguaglianza: 

<. = (c.lO' + i)', 
cioè, sciogliendo la parentesi, quest'altra: 

rt = e" . 10°° + ScMO"" . .r + 3c . 10" . .f* + j^, 
dalla quale facilmente si trae: 
«—e". 10" 



So". 10'" — -^l" 3c'.10'-' 
. — c^.lO»" 



(3) 



3c' . 10'" , ^■^'^[c. 10" + Se" . IO"'] ■ ^^'^ 

Ora, poiché per ipotesi i è un numero intero avente n cifre al 
più, si verificano necessariamente le due relazioni: 

.r<10" , :r^lO" — 1, (5) 

dalle quali, elevando al cubo ambidue i membri della 1" ed innal- 
zando invece al quadrato ambidue i membri della 2", si ottengono le 
due seguenti: 

x" < 10»" , x' < 10"" — 2 . 10" + 1. (6) 

D'altra parte, essendo per ipotesi e un numero intero avente « -1- 1 
cifre almeno, sì verifica necessariamente la relazione: 

c>10", 

da cui, moltiplicando ambidue i membri per 10", si ha l'altra: 

e . 10" F 10"', (7) 

dalla quale, innalzandone al quadrato ambidue i membri, e poi mol- 
tiplicando per 3 il l' mèmbro della relazione risultante, si ottiene la 
seguente: 

3cM0'">I0'", (8) 
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Dividendo quindi memliro a membro la 2* e la 1' delle due rela- 
zioni (6) rispettivamente per la (7) e per la (8), si hanno le due altre: 

:r- 10- ^2. 10- +1 =^ 1 

e . lU" ~ 11)"" ' IV . 10"" ^ 10" • ™ 

sommando poi le quali membro a membro, &i ottiene la seguente: 

x" , t" 10"" — lO' + l 

e per conseguenza, essendo il 2" membro di questa relazione neces- 
sariamente minore di 1, perchè il numeratore 10'" — 10°+ 1 di esso 
è manifestamente minore del suo denominatore 10*°, ai verifica a 
maggior ragione l'altra relazione: 

in virtù della quale apparisce chiaramente dall'eguaglianza (4) che il 

quoziente q della divisione ■ ..;, ■ .' ,„ è uguale precisamente ad x. 

Quindi, sostituendo q ai x nelle due relazioni (2) e (3), sì otten- 
gono le due altre: 

V rt = e . 10° + } esattamente, 
fl — c*.10*" , ^clOV^ + g* 

Sc'.lO"' ~^+ 3cMU*" ' 

e confì-ontando poi quest'ultima con la (1), si ha: 

v^3c».Ì0*'~»"'" Se". 10"' 
e perciò anche: 

r = 3c . 10" . 9' -|- g\ 
cioè finalmente: 

.■ = (3c. 10» +?).,'. 

Caso 2". — Poiché sì ha per ipotesi: 

y«^c.lO'' + r a meno di 1 per difetto, (12) 

e perciò anche: 

I\'a ^c . 10" + (.r -|- 1) a meno di 1 per eccesso, (13) 

l'« = e . 10" + (j^ -|- 2) a meno di 2 per eccesso, (14) 

si verifica necessariamente la relazione: 

(e . 10" + x)'<a<[c. 10" + {.r + 1)]', 



PERIODICO DI HATEHATICA. 303 

in virtù della quale il oumero intero considerato a, riuscendo com- 
preso fra i due numeri interi {c.lO" + i)* e [e. 10''4-(a: + l)]' deve 
essere almeno eguale al minore di questi aumentato di 1 unità ed al 
più eguale al maggiore dei medesimi diminuito di 1 unità, cioè si 
debbono verificare le due relazioni : 

a>(c.lO"+a!)»+l , a^ic.\0- + {x-\-\)Y — \, (15) 

ossia, eseguendo i cubi indicati, le due seguenti: 

rt^c*.10*" + ;ìcMO'".a: + !t<;.10"..E' + a:*+l ì 

aèc*.10^ + :ìc».10*".(,c + l) + 3fi.l0".(x + l)'+(x + l)'— 1)' 

dalle quali si deducono poi facilmente le due altre: 



, :jc.lO°..c' + J^ + l 



3cM0"' -^-^"^ ;V.10*" 

^-cMO»" , ,, , :3c.l0°.far + l)'+(3^ + l)' - 



, (16) 



cioè le due seguenti: 
a — c'.lO'", 



D'altra parte della 2" delle due relazioni (5) consegue immedia- 
mente l'altra: 

a-+l<10", 

dalla quale, innalzandone al cubo ambidue i membri, si ottiene la 
seguente : 

j^ + ^x' + Sj^ + l^lO*", 

da cui si deduce tosto l'altra: 

:c» + 1< 10"'. 

Dividendo quindi membro a membro quest'ultima disuguaglianza 
per la (8), si ha la seguente: 

^ + 1 ^ 1 

:v . 10"" '^ 10" ' 
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minore di 1, come già sì è visto eopra, si verìfica a maggiore ragione 
i seguente : 

^ ..' -i- 1 

n<l. 

in virtù della quale apparisce chiaramente dalla 1* delle due rela- 
zioni (17) che il quoziente q della divisione ., , .'a,, è ugnale al- 
meno ad X. 

Ed ora, venendo a considerare la 2* delle due relazioni (17), con- 
viene distinguere 3 sottocasi, cioè : 1' quando è j- < 10° — 1, 2* quando 
è j,' = 10" — 1 e nello stesso tempo e > 10", 3' quando è a^ = 10" — 1 
e nel medesimo tempo e = 10". 

Sottocaso V. — Poiché si verifica per ipotesi la disuguaglianza 
X < 10" — 1, si verifica pure manifestamente l'altra a: + 1 < 10" elio 
è una conseguenza immediata della medesima, e perciò anche la se- 
guente che si ottiene sostituendo ,r+ 1 ad x nella relazione (li) la 
quale si verifica precisamente per ogni valore di .v intero e minore 
di 10" e per ogni valore di e intero ed uguale almeno a 10", come 
si è dimostrato sopra: 

U + l)' , (.» + !)■ ^ , 
f.lO" ■ 3c".10""^'' 

e per conseguenza si verìfica evidentemente a maggior ragione l'altra 
disuguaglianza : 



e . 1(1" 



+ :.,.. m: <'. 



in virtù della quale apparisce chiaramente dalla 2° delle due rela- 

(i ^c*. 10*" 

zioni (17) che il quoziente q della divisione ,, , .' ,„ ■ nel sotto- 
caso 1" oi'a considerato è uguale al più ad x + 1. 

Sotfocaso 2". — Poiché si verificano per ipotesi contemporanea- 
mente le due relazioni: 

,r=10" — 1 , <;>10", (11^) 

si verificano pure contemporaneamente le due altre seguenti che con- 
seguono immediatamente dalle medesime: 

j;-f-l=10" , e =10" -1-1. (19) 

Ora, elevando al quadrato ambidue i membri della 1° di queste 
due ultime relazioni, e d'altra parte innalzandoli invece al cubo e poi 
sottraendo l'unità dal 1" membro della relazione risultante, si otten- 
gono le due seguenti: 

(,,.■+!)' = 10'" , (r-i-l)=-l<10'". (20) 
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Inoltre, moltiplicando i duo membri della 2' delle stesse due re- 
lazioni (19) per 10", e d'altra parte moltiplicando ira loro membro a 
membro la 2" delle due medesime (19) e la 2' delle due (18) e mol- 
tiplicando poi aiTibidue i membri della relazione risultante per 3 . 10"", 
si ottengono le due altre: 

e . 10" > (10" + 1) . 10" , V . 10=" > 3 . |10" -J- 1) . 10=". 

Ora dividendo membro a membro per la 1' e per la 2" di queste 
due ultime relazioni rispettivamente la 1' e la 2" delle due (20), si 
hanno le due seguenti : 

(j+l)' = 10" (.r-HV - 



c.iO" ^ w + i ' :icMo'"' ■~:!.(iO"+i)' 

sommando poi le quali membro a membro, si ottiene l'altra; 

ix+\y (..^-Hl'-l 3.10"-hl 
e . 10" "^ :k'' . 10'" "^ 3 . 10" -I- 3 ' 

da cui, essendo il 2° membro dì essa manifestamente minore di 1, t 
deduce tosto la seguente: 



in virtù della quale dalla 2' delle due relazioni (17) apparisce cbia- 

(, — ^J' 10»" 
ramente che il quoziente q della divisione .. ,■ ,,.a, — anche nelsot- 

tocaso 2° ora considerato è uguale al più ad a + 1- 

Soffocano 3*. — Poiché si verificano contemporaneamente per ipo- 
tesi le due relazioni: 

j; = 10" — 1 , e = 10", (21) 

si verificano pure le due (20) che conseguono dalla 1" di esse come 
si è visto nel precedente sottocaso 2". 

Inoltre, moltiplicando entrambi i membri della 2" delle due rela- 
zioni (21) per 10", e d'altra parte innalzandoli al quadrato e molti- 
plicando poi ambidue i membri della relazione risultante per 3.10'", 
si ottengono le due relazioni seguenti: 

e . 10" = to'" , Ze' . 10'" = 3 . 10*". 

Ora, dividendo membro a membro per la 1" e per la 2" di queste 
due ultime relazioni rispettivamente la 1" e la 2" dello due (20), si 
hanno le due altre: 

(£+l)'_i (^+1)'-1 1 

e. 10" ~^ ' 3c-M0*" ^3.10"' 
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in virtù delle quali risultando eguale ad 1 il 2° termine ,fy, de! 
2° membro della 2* dello due relazioni (17), e risultando invece mi- 
nore di „ - ...„ e perciò a maggior ragione minore di 1 il 3* termine 

~^. 3 ' TT itH — ^^^ medesimo 2* membro, apparisce chiaramente dall'an- 
zidetta 2" delle due relazioni (17) che il quoziente q della divisione 
n _ e» 10*" 
— .T-ya— jTjii; — ne! Bottocaso 3° ora considerato può riuscire eguale al 

più anche ad j; + 2. 

Ora dunque, dopo tutto ciò che si è detto relativamente al caso 2°, 
si può concludere che in tale caso il quoziente g della divisione 

— ^-,a— jY,j[r^ può riuscirò uguale ad j; od a x+ 1 oppure ad x-\-2. 

Intanto, quando riesce q = .r, sostituendo q tià x nella relazione (12) 
e nella 1* delle due relazioni (16), si ottengono le due altre: 

Va = c.lO'' + y, a meno di 1 per difetto, 
ff _ cMO»" _ 3c.lQ°.g'+g'+l 
3(r'.10"' ^ ^+ 3c-».10"' 

e confrontando poi quest'ultima relazione con l'eguaglianza (1), si ot- 
tiene la seguente relazione: 

'■ = , 8c.lQ".9 ' + g' + l 
« + 3?n(r>? + S<?AQ^' • 

dalla quale consegue immediatamente l'altra: 

rT-òc.W'.q' + q'-\-l, 

e perciò anche la seguente: 

r > -oc . 10" . 5* + q*, 
cioè l'altra: 

r>(3c.l0"+g).?'. 

Invece, quando riesce q^x-\-l, sostituendo 5 ad a; + 1 nella rela- 
zione (13) e nella 2* delle due relazioni (16), si ottengono le due altre: 



. 10" -f" 9. * meno di 1 per eccesso, 
MO'" ^ 3c.l0''.g'-t-g' — 1 



e confrontando poi quest'ultima relazione con l'eguaglianza (1), sì ot- 
tiene la seguente relazione; 
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dalla quale consegue immediatamente l'altra: 

e perciò anche la seguente: 

cioè l'altra: 

r<(ik.W-\-q).>}\ 

Infine, quando riesce (]^=j--\-2, sostituendo <^ ad j:4-2 nella re- 
lazione (14), si ottiene la seguente: 

V« = (.'. 10" + ? a meno dì 2 per eccesso, 

e poiché si è- visto sopra che, quando è .r < 10" — 1, può riusci 
^=^ j: oppure 7 = .É + 1, e elio invece, quando è j; = 10" — 1, può ri 
scire q = .v oppure q^.r -\-l od anche q=-a}-\-2, si può asserire 

che riuscirà y ;= x + 2 e [lerciò anche V « = e . 10" + <? a meno di 
2 unità per eccesso, solamente quando riuscirà 5'^ (10" — l)-|-2, cioè 
?=10" + 1. 

Osservazione !■. — Avendo riguardo alla forma speciale del nu- 
mero intero 10" + ! considerato nel teorema, si può dire che si ha 

y a^clO" -\-q a meno di 2 unità per eccelso, solamente quando il 
quoziente q della divisione 'V l'll'-'" "~ "^^'^^ uguale a quel numero 
intero di n-f-1 cifre, che incomincia e termina con la cifra 1, e di 
cui tutte le altre cifre sono zeri ; e ciò conviene tenere presente nel- 
l'applicazione del teorema. 

Osservazione 2'. ~ È assai facile comprendere che quando già 
si sia trovato il numero e estraendo con il metodo ordinario la ra- 
dice cubica intera dal numero intero che si ottiene da quello consi- 
derato a, sopprimendovi le ìin primo cifre a. destra, se si abbasseranno 
a destra del resto ottenuto in tale estrazione di radice le 11 prime a 
sinistra delle 3» cifre anzidette, e se poi si dividerà il numero così 
risultante per il triplo del quadrato della stessa radice cubica tro- 
vata e, si otterrà un quoziente eguale a quello q considerato nel 
teorema, e se quindi si abbasseranno a destra del resto di tale divi- 
sione tutte le 2/1 rimanenti delle 'òn suddette cifre, si otterrà un nu- 
mero eguale al resto r pure considerato nello stesso teorema. Ciò 
anche conviene tenere presente nell'applicazione del teorema me- 

Dott. Giuseppe Bebnabdi. 
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LE \m ASIMItl SELLE SCl'ERUflE DEL T 

DOXATE DI GEIQ'TRO 



Mi propongo, quale esercizio, la ricerca delle linee asintotiche di 
una superficie di 2^ ordine dotata di centro. 

I Ti; niifn l-ha una linoo oeinfnf Ifu ili' iina ai,naw1ÌnÌa irnAn lucila 
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Risolvendola rispetto a « e ponendo nella (2) per r, s, t, i loro va- 
lori, si ottiene per la esistenza delle linee asintotiche la condizione: 



Ri vedo subito che la precedente relazione non può essere soddi- 
sfatta dai coefficienti a,b,c,ò, che nell'unico caso in cui essi hanno i 
seguenti valori: 

WJ* ' Jl" ' />* ' 

poiché allora sì ha: 

(^ HI II 

Ponendo i precedenti valori nell'equazione data della superficie, 
essa si riduce alla 

hi' ^ «» p" 

la quale, com'è noto, è l'equazione dell'iperboloide ad una falda. 
Nel caso poi in cui -f* — ri = 0, si ha : 



la quale per essere soddisfatta, non potendo nb a né 1/ divenire nulli, 
altrimenti la superficie sarebbe un cilindro, dev'essere (/ = e allora 
l'equazione data rappresenta un cono del 2" ordine. 

Dunque, come si voleva dimostrare, delle quadriche dotate di 
centro, il solo iperboloide ad una falda possiede due sistemi distìnti 
di asintotiche, i quali si riducono ad uno nel cono del 2° ordine. 

3. Ed ora andiamo alla ricerca delle equazioni in termini finiti 
delle linee asintotiche esistenti sopra un iperboloide ad una falda. 

Sia la sua equazione: 

(5) ^l,+ 'l^^^^ì. 

Poiché: 



si ricava subito: 
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Sostituendo queatì valori nell'equazione differenziale (1) delle asin- 
totiche e dividendo tutti i tormini per il fattore comune — i ij, clie 
ò differente da zero, si ha: 
(7) (.*.■ - ..-') y" + 2.r;// + {«» -f)=0 

in cui y rappresenta la derivata di ;/ rispetto ad x. 

Osserviamo che la precedente equazione può acriver'si: 

Essa è della forma: 
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Si vede chiaramente che basterà determinare la costante arbi- 
tra C nell'integrale generale (10) in modo che bÌ abbia: 

(12) (Cx. — y„Y = m'C* + h». 

Itisolvendo quindi la precedente rispetto a C e tenendo conto che 
{x«yaZit) soddisfano all'equazione della superficie come sopra ò scritto, 
si ha: 



c = 

e per la (12): 


J:y.± 


ì 11,' ^ II* proV» ± '""?o 




V — m" p{x\—m'i ' 


e quindi ; 


pT.y.±»mi, i»ra,±«l.w. 


+ Vmi: 


'*+"*= 



Sostituendo questi valori delle costanti C e V m'C* + "' "ella (11) 
si ottiene 

^ '^ -^ p(j', — !«') ■'■ '" p(j."."^Hi") ■ 

Per ricavare ora z sostituiamo nella 

«■ = !.'(-.+ 4-l) 

per y il valore testfe trovato. Per semplicità di calcolo poniamo: 
y = Cj— B, in cui: 



B=±V»i"C"+»"=iu 
Onde sostituendo si avrìi: 

[a 

(■«•C + ..•) j' — BV, in' (B' - »■) = m'C, 

>me si ricava dalle posizioni fatte sopra, e quindi: 

2' = -t-j (BV - 2»i'BC.r + m'C) 
l'vero: 

«■«-^^(Bj'-m'C) 
ì cui: 

^= + -S-(Bi— m'C). 
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E tornando a porre per B e C ì loro valori e semplificando, ai 
ottiene : 

- '"AV» mnzi, à 



Quindi le dii(^ asintoclio, passanti per ìl punto (.igi/oZo) dell'iperbo- 
loide ad una faida sono rappresentate dalle seguenti equazioni: 

^ p,ri,»/o ^JH^i wpi/ù ± «.roga 

?/ - ~p (>o - «?) ""-'" p i.v\ ~ .«•) • 

- '"PV" tHnz„ ± p.ri,y„ 



H {.•■% — ./»') ■ n (..;', — tu') ' 

nelle quali dev'essere mantenuta la corrispondenza dei segni. 

5. Consideriamo ora un cono del secondo ordine nel quale, come 
si ò già veduto, ì due sistemi di asintotiche sì riducono ad uno solo. 

Kicercliiamone le equazioni in termini finiti. 

Sia l'equazione del cono: 



-^^^i- 



y*. 



calcolando le derivate secondo r, h, f di 2 e sostituendo nell'equazione 
differenziale (1) delle asintotiche, si ha: 

■j?y ~ trfjy + if = (I 
ovvero: 

che integrata, trascurando il quadrato, ci dìi: 
x'^f^x (C costante). 
Combinando quest'ultima con l'equazione del cono, otteniamo che 
tutte le linee asintotiche del medesimo sono rappresentate dalle re- 
lazioni: 

3. ^ C.r, z=± pxy^ -\-^ = kx 

essendo A = ± pi/— j -| 5- = costante. 

E si vede che in questo caso le a.sintoticdie sono rette passanti 
per l'origine, vertice del cono, ossia non sono altro cho le sue ge- 
neratrici. 

Prof. Pietro Patrassi. 
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Grìteiio per rÌGonosGere se siano o no Gosgrneoti 
due fìgQie simmetriche rispetto a qq Sk di S» 



Due punti si dicono sìmiiiefrìri rispetto a un Sk (npazio di simme- 
tria), quando giacciono sopra una retta normale ad Sk e sono simme- 
trici rispetto al punto d'incontro di essa retta con Sk. Segue da 
questa definizione che i punti di Si,, e solamente questi, sono simme- 
trici di loro etessi e che per costruire il simmetrico rispetto a un Sk 
di un punto A esterno ad esso basterà condurre da A, neirSk-i-i de- 
terminato da A e dall'Sk, la retta normale ad Sk fino a incontrarlo 
in 0, indi su questa rotta prendere il simmetrico di A rispetto ad 0. 

Se A si muove descrivendo una figura F di S,„(*) il punto A' sim- 
metrico di A si muoverà descrivendo un'altra figura F' pure di S„ e 
le due figure F ed F' si diranno mnwelfiche rispetto a quell' Ss. Due 
ligure simmetriche rispetto a un S^ di S„ non saranno in generale 
congruenti, non potranno cioè portarsi a coincidere mediante oppor- 
tuno movimento dell'S,, in se medesimo: valga l'esempio di due figure 
solide simmetrìcho rispetto a un punto o ad un piano. E noi ci pro- 
poniamo appunto in questa nota di trovare quale condizione deve 
essere soddisfatta perchè due tali figure pensano portarsi a coincidere 
muovendo l'S,, in se stesso. 

Dimostreremo questo teorema: 

Due figure di S„ nimmeiriche rispetto a un Su smo eangrunìti o no 
nec.ondo che \-\-n è un numero pari a dispari. 

Premettiamo il seguente lemma: 

Due figure F' ed F" simmetriche rispetto a un Sk di S„ si possono, e 
in infiniti modi, pensare come simmti ridiedi una medesima figura F ri- 
spetto a due altri npazi tra di loro ortogonaU, aventi a comune gitell'Hu. 

Distingueremo due casi secondo che k è zero o è diverso da zero. 
Nel primo caso conduciamo per l'Su un S|, e un S._i, (« < A < »i — 1) 
tra di loro ortogonali e consideriamo di un punto A' di F' i simme- 
trici A" ed A rispetto airS,, e all'Si,: A" apparterrà ad F" per la sim- 
metria delle figure P ed F . I tre punti A, A e A" determinano un 
piano che passa per S„ e che incontra Su ed S„-i in due rette orto- 
gonali passanti per esso punto. Segue allora da semplicissime consi- 
derazioni di geometria piana che anche A" è simmetrico di A, (**) e 
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se immaginiamo che A' descriva F, A" descriverà F" ed A una fi- 
gura F che sarà simmetrica di F' rispetto ad Si, e di F " rispetto al- 
l'H.-i,. Nel secondo caso poi basta osservare che tagliando l'intero 
sistema con la oc'' di S„_k perpendicolari ad Su veniamo a metterci 
nelle condizioni del caso precedente, per cui possiamo ritenere il 
lemma come dimostrato. 

Ciò posto, si consideri un Sa a sé e in questo due ligure F ed P' 
simmetriche rispetto a un punto: queste figure saranno congruenti e 
si potranno portare a coincidere eseguendo intorno al centro di sim- 
metria una rotazione di 180* del piano in se medesimo. Immerso que- 
sto Ss in Sn si consideri VS„~, normale ad esso in quel punto e si 
faccia muovere quell'S* parallelamente a ae stesso, supponendo che 
nel medesimo tempo le figure F ed F' si deformino in modo continuo. 
Perverremo cosi a due figure di Sn simmetriche rispetto a quell'S..,, 
ed è chiaro che queste due figure saranno esse pure congruenti: in- 
fatti i movimenti che portano l'una sull'altra le diverse loro sezioni 
piane (rotazioni di 180" dei piani di queste sezioni in loro stessi at- 
torno agli Su comuni ad essi e all'S.^i), porteranno pure una sull'altra 
le due nuove figure. E poiché due figure simmetriche rispetto a 
un S„_] si posson sempre pensare ottenute nel modo indicato venendo 
esse tagliate da una ca—' di piani per un comune Si all' ce, e normali 
airS„_i, in figure piane simmetriche rispetto agli So sezioni, si vede 
cosi che due figure di S„ simmetriche rispetto a un qualunque S„-i 
sono congruenti. Da questo segue che sono congruenti anche due 
figure simmetriche rispetto a un S.-,, perchè due tali figure si pos- 
sono, in virtù del lemma, pensare come simmetriche di una terza 
rispetto a due S.-i: cos'i sono congruenti due figure simmetriche 
rispetto a un S.-t potendosi esse, sempre in virtìi del lemma, pen- 
sare come simmetriche di una terza rispetto a un S„^i e a un S,^, 
in generale si potrebbe far vedere che la simmetria rispetto a 
un S.-» di S,i mantiene la congruenza. Questo per la prima parte. 
Per la seconda osserviamo che due figure simmetriche rispetto a 
un S._jv+, si comportano come due figure simmetriche rispetto a 
un S„^i: infatti le due prime figure possono pensarsi come simme- 
triche di una terza rispetto a un S,,-, e a un S„_ji,+, (la quale ultima 
simmetria mantiene, per quanto precede, la congruenza). Basta dun- 
que far vedere che due figure simmetriche rispetto a un S^_i non 
sono congruenti : invero, siccome condizione necessaria (e sufficiente) 
perchè due figure simmetriche rispetto a un Su siano congruenti è 
che tali siano le sezioni in esse prodotto da spazi normali all'Sk, 
due figure di Sn simmetriche rispetto a un Sn-, si comporteranno 
come duo figure di S„_t simmetriche rispetto a un S._i,_i , e in parti- 
colare come due figure di Ss simmetriche rispetto a un piano. E poiché 
queste due ultime figure non sono congruenti, concludiamo che la 
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simmetria rispetto a un S„-i,+i di Sq non mantiene la congruenza. Il 
teorema è cosi completamente dimostrato. 

Da questa proposizione si trae facilmente una dimostrazione geo- 
metrica di una formula di analisi combinatoria. Bi prenda un sistema 
di n rette passanti per un punto a due a due ortogonali o una fi- 
gura F in una delle 2" regioni in cui riman così diviso lo spazio. Di F 
si prendano le simmetriche in tutte Io rimanenti regioni, (ciò che è 
lecito potendo sempre passare da una qualsivoglia regione a. un'altra 
pure qualsivoglia attraversando un conveniente denimifo),(*) e si di- 
stribuiscano in due gruppi ascrivendo all'uno quelle che sono con- 
gruenti ad F e all'altro quello che non lo sono, cosicché F dovrà 
ritenersi appartenente al primo gruppo. Il numero di quelle che co- 
stituiscono questo primo gruppo sarà, pel teorema precedente: 

(;:)+U,)+U,)+...+0+(;;) (»p..-ì, 

ovvero 

O+Uj+u,) +•■■+(;;)+(;') (""''p-ì) 

mentre il numero di quelle costituenti il secondo gruppo sarà: 



l„_i;-r\„_3; 



:.+■■■+,+ 



(,.-.)+Us)+U5)+-+e)+(;:)(»^«p-'- 

Ma prendendo come figura di partenza una di quelle del secondo 
gruppo, i due gruppi, si vede facilmente, vengono scambiati: ossi 
constano dunque dello stesso numero di elementi e si ha in ogni 



(o)-(")+©-0+-+<-"m:)=» 

che è la formula che si trattava di dimostrare. 
Piss, mano 1902. 
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SOPRA UNA CLASSE DI DETERMINANTI 



1. I determinanti dì cui ci occupiamo hanno le seguenti proprietà: 
a) gli elementi della prima linea sono numeri qualsivogliano. 
h) gli clementi di ima qualunque altra linea sono esprimibili 

linearmente per quelli della precedente e quindi per gli elementi 
della prima. 

Denoteremo con i'"' un determinante di «-esimo ordine; con Ar.i 
l'elemento appartenente alla linea r-esima e colonna ^-esima. 

2. Jl del ermi nanfe i'°' mi mi gli ehmmli liella prima linea sono ì 
numeri 



e quelli delle altre linee soddisfano alla relaziotte 
(1) A,,. — X.A,-,.. + n^A,-.,._, 

o^e Xr e [Ir sono numeri qualunque, è uguale a 

«"■ iT' iT' V"- 

Sottragghiamo dalla seconda linea la prima moltiplicata per Xt, 
dalla terza la seconda moltiplicata per )^, infine dalla »-esÌma la 
(« — l)-esima moltiplicata per X,„ Con ciò A'"' è uguale al prodotto 
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3. In particolare si può supporre j(j^|is = ... = ] 
determinante A" ha per valore a.". 
Come applicazione, notiamo che il determinante 



ove con »>,,, {k < n) si denota la somma dei I . I prodotti dei nu- 
meri 1,2, 3,..., H — 1 combinati ad A ad A in tutti i modi possibili, 
ha per valore (vp+i)" ossia (p!)". 

Basta infatti osservare (*) che sussiste la relazione 

Si.J = 0' —1) »'-l.J-" + »i.J-l ■ 

Come altra applicazione noteremo che il determinante 



lo; 



Cìl) 



f"+r')r+r-')- 



niv) 



e uguale ad 1. Infatti è (™ +/] + ('" + ') = ("' +; + ') ■ 

4. Con un procedimento analogo a quello tenuto per la dimostra- 
zione della proposizione del numero 2, si dimostra che: 

/( determinante i'°' in cui gli elemetiti della prima linea sono t numeri 

Ri , 0^ , Ob , Ctn 

e quelli delle altre linee soddisfano alla relazimte 
(2) A„ . = X, A..,, . + [in:'A,...p 

ove Xt e tir sono numeri quaUmque, e 1< i :^s — 1, è uguale a 

ai"iii"-'|iB-' [i„. 

Come applicazione, si noti che il A'"' in cui 
{s + r—\\ 



è uguale ad I. Infatti gli elementi della prima linea sono ì numeri 
1,2,3,...» e quelli delle altre linee soddisfano alla relazione (2) ìn 

cui Xr^(lr^l e i = 3 — 1. 



'FarlodiOD di Mktan 
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6. Il (letenninante A*°* in cui gli elementi della prima linea nono » 
numeri 

e quelli (ielle altre linee sodilinfano alla relazione 
(3) A,,. = (X, + |i.)A,_,.. 

ove ).r e [!, sono numeri qualunque, è uguale a 

Evidentemente A'"' è uguale al prodotto di aioa.-.anper un Ai'*' 
in cui tutti gli elementi della prima linea sono eguali all'unità e quelli 
dulie altre linee soddisfano alla relazione (:t). 

In Ai'°' sottraggliiamo dalla seconda la prima moltiplicata per 
>.i + |ii, dalla terza la seconda moltiplicata per /, + |ti, dalla H-esinm 
la (m ~ l)-e8Ìina moltiplicata per Xu + fii. Con ciò A,'*' si trasforma 

nel prodotto li [i^ — [ii per Ai<"-", indicando cosi il determinante che 

si ottiene da Ai'"' sopprimendo la prima colonna ed ultima linea. 
Dunque è 

Ai<"'-[n (|„^,i,)A.<-». 

Analogamente si prova essere 

A,(-" = 'ij (iik - p.) Ai<-" 

essendo A/""" ottenuto da Ai*""" coli' indicato percorso. 
Ora, poiché 

Al'" = |ln-|l.-. 

si deduce 

d<"> = «,«,...«„ 'Ti"' n" {[ik - p.) 
0, ciò che fa lo stesso, 

A'-' = a. 7. . . . a„ 'n^ 'T[_ "(pk - pi). 

Se nella (3) si suppone p» = s — 1, il determinante diviene uguale a 

«1 aa a» ... a„ (» — 1)! (m — 2)! ... 3! 2 ! 1 ! 

Come applicazione notiamo che il determinante A'"* in cui A,,. = / 
è uguale a n! («— 1)! (h — 2)1 . . .;i! 2! 1 !. Basta infatti osservare che 
gli elementi della prima linea sono i numeri 1,2, 3,.,. n e sussiste 
per quelli delle altre la relazione (3) ove sia fatto Xr'= 1, (i^^s — 1. 

6. Il determinante A'"' in cui gli dementi della prima linea sono i 
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e quelli delle altre soddinfano alla relazione 
(4) A,. = (X,+ »~l)A,,,.. + A,.,,.l, 

oee Xt è un numero qualunque, è uguale a 

a,(a,+D.„a,)(«,+D,,r.+D.,,a,)...(a,+D„-,,,:f*+D„-,,.r.-h...+D.-,„.-,«„) 

D„,=i>(p--l)...0>-<-(-l). 
Sottragghianio dalla seconda linea la prima moltiplicata 7.t, dalla 
terza la seconda moltiplicata per ).t, dalla fi-emmA, la (n — l)-osinia 
moltiplicata per Xa. Con ciò A'" si trasforma in uii ài'-"', in cui 

A'j,i = ai ; A'r.i=:0 per r = 2,'ò,,..n 
e pegli altri elementi 

A'... = {s-1)A,_,..+ A,_,,._, 
onde, per »^2 

A',,.-(.-l)». + ..-, 
ed in particolare 

A'i.i = ai + a». 

In Al'*' sottragghiamo dalla terza linea la seconda moltiplicata 
per Xi -|- 1, dalla quarta la terza moltiplicata per Xs 4- 1| dalla ti-esima 
la (h — l)-esima moltiplicata per ?, + 1. Con ciò otteniamo un Aa'"' 
in cui 

A",. i = at ; A"i,3 = [Xi4-f'« 

A",,i =0 per /■^2, 3...» ; A'^.i^O por r^:^, 4. . .« 
e per gli altri elementi 

A",, . =. (s - 4) A'„ ... + a;-,,.-, 
onde por a^3 

A",,. = D..,,,.. + 2(.,-2)a... + ,._, 
ed in particolare 

A",,, = D.,,7, + D,..r, + a,. 

Applicando ripetutamente il processo indicato si giunge ad un A|"i, 
in cui tutti gli elementi a sinistra della diagonale principale sono 
nulli e quelli della diagonale stessa sono dati da 

A<V" = «i + D»-,., a, + D._,,, «, + ... + D._..,-.i «k. 
Ma A[,°2, si riduce al prodotto degli elementi della diagonale prin- 
cipale, e però 
A(") = A^"2, = 2, (a, + D,. . 0!a){aa + D,., a, + D,,, a.) . . . 

...(«. + I>.-...?. + .-- + D._,„-,7„) 
Bologna, gennaiu 1902. 

Filippo Sibiraki. 
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SULLE FUNZIONI U.,V. DI LUGASO 



In questa nota ritrovo per via semplicissima le funzioni U,, e Vn 
di Lucas, ciò clic mi ha permesso di segnalare un legame esistente 
fi-a le due funzioni, cosa che mi sembra nuova e forse non e^ranea alla 
ricerca interessali t issi ni a delle funzioni numeriche del 3° ordine (**) 
(ed anche del 4°) che il compianto matematico francese lasciò in 
frammenti verbali non ancora ricostruiti. Do anche qualche applica- 
zione delle predette funzioni, riassumente casi particolari già studiati 
da altri. Da ultimo accenno allo studio dì alcune altre funzioni che 
offrono una certa analogia con quelle dì Lucas. 

I. Prendiamo la formola di Waring 

X- + Y"=/-„{XY,X-f Y) 
e trasformiamola mediante le posizioni 



X = ^{J-) + V T V) + fc , Y = tp{x) - \ q>%r) + k , 
si avrà allora 

(I) /. (2t, - 1) = [ tM + V »V)+t]"+ [ T (■') - iV'W-t]' 

e ritenendo la /(2^, — le) comò funzione della x, la(I), che esplicita- 
mente vale 

(II) /ì:2T.,-/.) = (2.p)" + y{2-p)"-U- + '-^^~~^(29)"-'i' + ... 
dà pure 

(III) J^.={i-,)"'+'i^~(2f)--'i.T — rrr 

Le due funzioni f„(2ip,k) e zj—- sono rispettivamente le funzioni 
Vu ed Uu di Lucas. 

La Uu si può anche scrivere, come si osserva facilmente, 

[? + V^' + A-]"-[ =p -V9' + A-]" 
2 V>^+i 
Risulta da quanto precede che data la Un o la V,,, oppure una 
formola costruita con una di queste, possiamo mediante una deriva- 
zione od un'integrazione determinare rispettivamente la V„ o laU,,, 
la formola costruita colla prima mediante la seconda e vio 

«•> riiMrU da «tmbra. da M. Ed. Litàs, chip. XVU. 



PERIODICO DI MATEMATICA. 331 

Cosi p. es, dalla formula (opera cit. pag. ;M8)(*) 

v..,= v;- 'If \T-+ "-^'4"v;-'+...+(-i)" Jc;z;_,*"v;-»+... 

ossia 

/...=/?- ^i'rr'+^^^^[^*A-^'/:-'+.. ■+(-!) Jc;=i-,^Tr'"'+... 

Si ha la corrispondente 

^Hff 2iiry 1,2 zitrf' 

ossia 

U.., = U, V, - ''-— V, V— i' + . . . 

da cui la forinola (loc. cil.) 

V, 

2. Applicazione. - TeoreiiKi, — Se /e funzioni (p(x) e ^'(x) nDiio lieier- 
iniiKile e finite ttel pinti» in cui .si congiiterano (f , (p , ;p' <liffereiiti da 
zero i n qite do pìintù) e differenti da zero per n = <» ed è inottre 

| t— VT'+k l 



-CL,V— t' + c:-.V— <v 



(A)lV + i- = ilim 



Infatti, da quanto abbiamo premesso noi num. 1 si ba facilmente 

2 V7+Z- = ^-5 + v'gT^-)" + (y-Vg+j)" _ 

(9 + Vcp'+i)" ~ (cp — IV'— ^)" 

(2tp)" + Y (2?)"-'+ -y;y- (2^)"-''i-» +■ ■ ■ 

~ (2,)- + '^-^ [2^)-^ + (^Mpit (2^)- A-' + . . . 

e passando al limitit per «^o; si lia quanto si era enumerato. (**) 
Il secondo membro della (A) ò la ridotta «"'" della frazione continua 






¥+■>■ 



Lasciamo alla cura del lettore il calcolo della differenza di due 
ridotte consecutive, differenza che dk hio^o alla funzione oscillante 

che tende, oscillando, a zero al crescere di r all'intinito. 
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Onaeroitzione. — II calcolo di Vcf>*-)-i conta oramai una letteratura, 
noi qui vogliamo far notare che il Ch. prof. G. Frattiui ha messo in 
luce rispetto alla nostra (A), Periodico di Mat., anno 1901, pag, 73, 
l'importante proprietà : 
p, Pj- 

Indicando con o" ■ {T ■ ■ ■ '^ l'idolte successive che si ottengono dalla (A) 

e con -' , "... /e ridotte niiccessiee che si ottengono dalla frazione con- 
timia ordinaria 



che rapprenenta la V'cp'+k ; il rapporto q" è piti pronsimo a Vtp'+k che 
non la corrispondente -- . 

3. Si può ottenere lo sviluppo della Un, sotto altra forma, appli- 
cando la formola di Machaurin alla sua forma implicita. 
Studieremo qui il caso di (p(j)^x. 
La f„ soddisfa all'equazione differenziale del 2* ordine 

Infatti derivando si ha 

f. (tp' + A-)"^= n<p' {(tp + ]''^+ìcT - (t - VÌH^)"Ì ; 
da cui quadrando 

/■; (?■ + i) = « vr.. - 2«v" (- ti' 

e successivamente 

V' (»" + *:) = anV'/in — 4« V (— *■)" 

2/" (»■ + '■) = »• f" (a, + (<P' +*) ,^.) - 4»V' (- !-■)" 

da cui 

/■■'.. (v' + i) = n'rp"'f\ — 4h'cp'» {— k)" 

e derivando e riduccndo si ha l'equazione differenziale di cui sopra. (*) 
Un'altra dimostrazione di questa proposizione può dedursi indi- 
pendentemente dalle formole delle funzioni numeriche, la lasciamo 
alla cura del lettore. 

La (B) nel caso che noi vogliamo considerare diviene 

(B) {,r'+i)r..+-^r.-"Yi.=o 

(■) Par I* intsiligoiu di quBBt* dimoBlriiiions il lettore farà bana ■ tener* praMnta l'operi 
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e da questa, con successivo derivazioni, si ottiene la for 
rente 

U-"+«W-'+(2'"-3).i/n"-"+[(»l-2)--»"J/'--'=l). [min 
Pertanto da quanto precede si deducono le tre formol 

{») f.(0) = (l't)°_+(-Vt)_ 

{*) r.(o)=>.L(Vi)"-(-v'i)"l 

W W (0) + [(»■- 2)' - «-] /■.'—' («1 = 

e da queste, successivamente, per m pari si ha 

W (0) = [«■ - (». - 20 /•.'-» (0) 
ift— I (0) = [«■ - (m - 4)'J /■.<-« (D) 
*/■.<■— 1 (0) = [,>'- (.» - 6)-J /■.<■— (0) 



. ir (0)- "'/■.(») 

da CUI 

{dì i Y.."" {<») = «" ("' - 2») . . . [»' - (»i - 2)=-] / ' 

ed analogameate operando per m dispari si ha 

ie) k~U-> (0) = (»' - 1) («^ - 30 . . . [«" - (»i - 2)'J r. : 

Applicando la forinola dì Maclaurin si ottiene lo s\ 
mandato 

M^) = [i + ;^^l" + ilii.'-=^^' + ...][(vW + (. 
fi ^ ..'-f .t- K-r)K-;i') ■ 

"■■Li ''"n(3)- J: """«(S)' i" ■*■••■. 

e da questa si ricavano le altre due 

Con considerazioni perfettamente analoghe alle preced 
tengono gli sviluppi relativi all'altra funzione numerica e pri 
(x . ^ «'-2' , ^ («'-20 ( «'-4') , 1_ "-^ 

1^+71(2) fc +7:(4) A* +...JJ/. e 

Oasereazione I, — Con le forinole precedenti, s'intende s 
siamo tornare a costruire il teor. di cui nel § 2. 
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Oanercazioiie II. — Lasciamo alla cura del lettore la costruzione 
dell'equazione differenziale dcU'ordine più alto e di cui la (B') sia un 
caso particolare. 

4. Uno atudio quasi analogo può farsi sulla funzione 

Uni-I') = {{k -{- y' X -\- k^y -^\k~\j:-\-}i:''f («positivo ed intero) 
che esplicitamente pub scriversi 

«„(.,■) = (2<t + -" (■2l.f-'+ --'i^ (2'-)-' J!' + . . . . 

In ciò che segue diamo un accenno a questo studio. 

.S( ha 



tìW.W=l + -l--r — 172" 
che è il denominatore della ridotta (n-t-l)"" della frazione continua 

X 

Questa osservazione e dovuta al Ch. sìg. H. Laurent (Xouveìles 
Annales, 1866, pag. 540 e seg.) 

5. La funzione 

_ (;.. + Vx+f)"-fe-V.+t)" 
(0 x-W- 2V?+*i 

soddisfa (di' equazione differettziale del 2° ordine (") 
' (4x'+4f)x"«(^)-[4A'(«-l)+2,r(2»«-5)]x'.(.r)+(»'-2)(m-l)x(:r)=0. 
Infatt i, molt iplicando ambo i membri della (C) per (A: + y.r + t'; + 

— ik — y'^-j-k* si ha 

2V-C-I-A:' 

^^ 2Vj+ifc* 

e poiché 

i*> Il lUBtodD di dimostrai ione eha (eguiamo p«r quosU propalili sua pub «ucr» tinalo par )■ 
riiam dalla equsiioni differaniiali di ordina anparloTa a cui eoddlafuio tuLla le funiioni di ani ai 
oocupUmo lo quaiU nota. 



Xn(a^) = 



(n + 3)2-+'rf3: 
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dalla (C) si ha successivamente 

in xn(x) y'J+k* =»[(&+ v:hT')"+' + (a- - V^+i^)"+'] + 

in x„(4 (^ + A') + 4n x„(.r) = (n + 1) n^M + 

+ (4r' + ixk'ì x"n{^ì + (8:r + ik>) x'.,{.r) + 2xn(.r) + 2j- x'.(x) 

e fatte tutte le riduzioni si ha la proposizione enunciata. 

Osservazione I. — Per i ^ -^ si ricava una proposizione enunciata 
dal aig, Boutin (Inter, des Math., voi. 6", pag. 110). 

Osservazione II. — Alla nostra XnW lel caso di i="o"i il sìg- E. Malo 
assegna l'altra forma ___ 

J £ | c.s[|.. + 3)a.cci.4y-Ì] 1 

eos"+* I are cos 2 y —- — I I 

{Inter, des Math., voi. 2", pag. 173). 

Osservazione. — Relativamente alle funzioni X'i(^)i X»-i (■''') ■••^ P^"" 
il capo di fc^-g- il Ch. sig. Audibert {Inter, des Math., voi. 2", pag. 359) 

osserva che esse sono delle funzioni di Sturm, la cosa si generalizza 
facilmente. 

\ì.' (ì. Candido, 
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1. — Identità di eertl Intesali definii). — Esprimendo in due modi di- 
versi la lungliezza dell'asse dell'ellisse e dslln sua podaria rispetto al centro, si 
trovano degli integrali identici che offrono qualclie interesse. 

1°. L'equazione in coordinate polari dell'ellisse (preso il centro per polo) è 

'■ ~ rt'sen'B + 4''cos%" 
Da questa si ricava 

da ^ o6(a*3en'9 + 6'coa'0)T 
rfS ~ '. ' 

(o'sen'a+ò'coa'B)^ 

e quindi, tenendo conti) della Tormula 



s-^'+er 
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it che l'area totale dell'ellisBa è 






D'altra parte si sa die, se cp è l'angolo eccentrico dell'ellisae, le coordinale di 
un punto di essa sono 

j; = o cos^ , y := 6 senf ; 

e per conseguenza, tenendo conto della formula 

da = \dx'' ■+■ dy- = }(i"Ben"f + i'cos'iji . df , 
si ha cbe l'area della ellisse è 



13) 



(2) si otti 
Jo (nr'sen'tì+fceB'e)» Ja 



)ri<een> + 6'' eos*^>(( tp. 
Confrontando le (1), (2) si ottiene l'identità 



2°. L'equazione in coordinate polari della podaria del centra dell'elliase è 
r' = a' coa'e + 6' sen»9, 
e quindi l'area di questa curva è 



/•'V»'c os'B + 6'aen-B 
Jo f o'coa'tì + i'sen'e 



(4) 

Cerchiamo ora le coordinata di nn punto di questa curva in funzione dal- 
l'angolo <f 

l.a tangente all'ellisee nel punto («^ncosp , y^fesen^). 6 U perpendico- 
lare alla tangente condotta dal centro hanno rispettivamente per equazione: 







bx C0S9 + ay sentp 


= a6, 






ax seny - 


- b>j COSf 


-0, 


quindi le coordinate di ut 


punto della podai 


a sono 




n;,'c 


osp 


y^ 


n'Èsen? 


■^ o's 


en'^ + i'ocs'? 


o'sen';p + 6"cos't( 


Ne risulta 










dx 




aV sen? 


2<.6'c' senv cos':p 


,l<f 


a'ae 


n> + 6'c 


s-f. In 


aen'.p + i.'cos'f)' 


rfff 




«•ftcos? 




i.V)f'sen';pcos9 


dv 


a'ae 


n'v-t-fi'c 


3*9 (n 


senV+t'cos'»)' 


rf=p' 


dx 
rff 




(«'sen 


9 + i'cos'cpl' ' 



Jft o»aen»9H-t''coa='9 
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Confrontando le (4) e (5), si ha ridentità 
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(6) 



ab 



Jr * Va«co8''tf + 6*ae ii»tf C' Ja*co 

a*aen'^tt -j- 6* cos'u Jo f a* ce 



cos«8 -f 6»seii*H 



rfe. 



Osservazione. — Si troverebbero anche delle identità assai curiose differen- 
ziando l'una e l'altra delle relazioni (3) e (6) sia rispetto ad a, sia rispetto a h. 

E. N. Barisien. 

II. — Sull'area della podarla di una cnrya. — In questa nota mi propongo 
di determinare l'area della podaria di una curva rispetto ad un punto I, quando 
si conosce Tarea della podaria della stessa curva rispetto ad un altro punto 0. 

Siano P e Q le proiezioni dei punti ed 1 sopra una stessa tangente alla curva 
data e poniamo OP = p> IQ ^^ r. Prendendo la retta 01 per asse polare e il punto 
ed il punto I per polo rispettivamente, l'equazioni delle curve luoghi di P e Q sono 

con 6 = 0). Se U, Ui sono le aree delle curve luoghi di P e Q, si ha 



rfU= }^ p^dB 



r/Ui= ,^ rV9; 



e siccome r = p — R cos 9 



dUi =\ (P — R cos ep (fé = l (p« — 2Rp cos e 4- R« cos» e) dB, 

Ct Ci 

R' 
cfU, = dU — Rp cos GrfO 4- ^y cos2 UB 

donde integrando fra e n 



(1) 



LF, = U — R / p.rfs( 

Jtì 



<^senO -f- 



' 2 



Applicazioni. — P. Sia «7 punto di regresso di una cardioide^ ed I un punto 
dell'asse di simmetria della medesima. * 

L'equazione polare della cardioide è 

p = a (1 -f cos 0) = 2« cos* - , 

quella della curva luogo di ^ è 

p = a» cos^ — . 

Il differenziale (fU dell'aria di questa curva è dato da 

d\}=\ p ve = 6a» cos« \ . ^l 

e l'area totale U si ottiene integrando due volte fra i limiti G ^^ e e 
dunque si pone — = cp, si ha 



3ir 



. Se 



Tt 



(2) 



U-.1 



2fi« / c( 



cos« e^e = i2rt* . 



r)7t 
32 



ir,Krt' 



ip — 3co8<t) df = 
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L'area ET] ilelln podaria della cardioide rispetto al pnnto t è dunque, per I 

relaziono (I), 

Ma 

. uJL- ,., - ,JL- W, = ,2 ■« - 9 . ?1 = Il , 
Dunque 

m u, = t'I?! + ^ _ -51"? . 1 1,5,. + 4E- - e,R]. 

Re R — 2(1, cioè se il punto 1 è il vertice della cardioide, ni ha 
Se R ^ 0, ai ha 

(5) u,-!^. 

Ii'area della cardioide oasendo A = -^ — riaultH dalle (2) e (4) 

„ r,A „ 19U 19A 

Si potrebbe trattare la quiatione analoga relativa alla curva n* pi: 
cardioide. I/oquaziono di queiitA n' podaria è 



2°. Sia il centro ed I «« puttlo dell'aite maggiore di «un elliese. 
Ii'equazione della podaria dell'ellisse rispetto al punto O è 



L'equazione della podaria dell'ellisse rispetto ad un punto t dell'asse maggiore 
è dunque 

r = v'.-'cos'u + Ìi»sWu - R C09 tì. 

Si sa a.e r ^ -~ (n' + i'). Dunque 

e siccome l'ultimo integrale h nullo, si ha 

16) U, = 2 (■■' + &' + H'). 

3°. V. facile vedere che per mia ciiira a ceiili-o qiinltiasi, l' integrale del secando 
termine della (I) è nullo, e ni ha 



--»/- 
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III. — Un teorema tinlla fnnilone <f di ClanttR. — Se n è un intero poaitivo 
qualunque, bhmììI* l'iigtiaglìanza 

in cui cp (11) indica il numero dei numeri primi cùn h ed inferiori ad b ed E^ 
il maagiino intero conlenulo in -.- . 

DiHosTKjizioNK. ^ L'equAKÌone 
(1) [x- - \){x"-<- - 1) ... (j;' - Il (a^ - 1} = 0, 

ài grado ^ , ammette n radici uguali ad 1, ed ogni altra sua rndice fl à 

radice primiliva ài unti (e naturalmente di una soltanto) delle equazioni bioomie 
i" — 1 = 0, «--'-l^O ar'— 1=0, ar'— 1 = 0. 

Sia questa x'' — 1 = 0; allora è pure radice delle equazioni 
ar" - 1 = 0, a;"' — 1 = 0. . . . 
ed è quindi radice di ninltiplicità E— della (1). 

Pertanto le cp{A) radici primitive dell 'eq nazione x*' — 1 = forniaeono f[k)¥,— 
radici della (1), ed abbiamo per conseguenza 
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Per valori reali delle x ed y fisaiamo di prendere per valori di a, p, r ■ va- 
lori pogitivi dei radicali; mentre per valori complessi di x ed y fra i due valori 
dì segno contrario di a, f, y fissiamo di prendere ad esempio quelli, le cui parti 
reali sono positive; ovvero, quando queste aiano nulle, quelli, in cui il caeffieient« 
di I ^ ]'— 1 è positivo. Cosi a, f, f hanno un significato ben determinato per tutti 
i valori reali □ complessi di x ed y. Allora Indicando ■ ed i] le quantità ±1, una 
conica che abbia i fuochi in B e C o per asse principale 2a è di equazione 

(1) iìP + »T = 2n, 

ed è ellisse od iperbole secondochù 2a ^ BC (nel caso di ta =^ BC la conica è la 
retta doppia BC), ove per ogni punto (j, y) della conica i segni tj ed • sono per- 
fettamente determinati (p. es. pei punti rtali dell'ellisse si ha ig — * — 1, mentre 
per punti immaginari dell'ellisse stessa potrà essere i) — — i; ecc.) 

Insieme con la conica (1) consideriamo quella di fuochi A, C e di asse prin- 
cipale 2a; essa sarà dì equazione 

(2) »i'a -H il = ìa. 
ove ri ed t' indicano ± 1. 

Da (1| e (2). isolando in un membro i radicali ^ ed a e quadrando, avremo 
fi' = 4„» + Y* _ 4„«v . a> = 4a» + y» — 4n(V, 



(3) 



I p' — y' — 4o' ^= — 4a*Y, 
(a'_T.»_4n'-— 4n>'Y. 



I punti comuni alle coniche (1) e (2) si distinguono perciò in due classi; quelli 
pei quali t := e' e quelli pei quali ■ — — t'. Nell'ipotesi • ^ e' i punti corrispon- 
denti soddisfano alla equazione razionale che ai ottiene sottraendo le (3) membro 
a membra, ciot^ alla 

(4) 3'-a' = 0; 

mentre nell' ipotesi e — — t' ì punti corrispondenti sodisfano alla equazione ra- 
zionale che ai ottiene sommando le (3) membro a membro, cioè alla 



Ora, essendo 

-(e' -i' + c-»-6"')=0, 

le (4) e (5) rappresentano due rette; anzi, essendo manifesto che le p* — y'^0' 
<(> ~ y' ^ 0. P* " a' ^ sono i 3 assi dei 3 lati del triangola ABC. e poUndosi 
la (4) scrivere (g' — y') — («' — r') = 0, è chiaro che, mentre la (4) è l'asse del 
lato AB, la (.'■) è una parallela alla coniugata armonica di tale asse dopo gli assi 
degli altri due lati. Infine, poiché una retta contiene due e due soli punti di una 
conica, resta dimostrato il seguente teorema piìi generale di quello enunciato: 

Se ABC è HM triangolo, due coniche atenti i fuochi rìapetiitximenU in B, C e 
in A, C « il medesimo asse principale 2a ì' inlersecatio t'n due eoppit di punti, di 
cui Kiin è guU'agge del lato AB e l'altra sopra una retta parallela alla coniugala 
nriiionica di tale asse dopo gli assi degli altri dne lati BC, AC. 

Se le coniche sono ellissi, quest'ultima coppia è certamente immaginaria. 





(S'-Y') + (" 


2x{, 

1,W 


-b') + 2,W- 

- SI + 2, (.- - 

- ni + 2j, (r- - 
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Ov«6> Siano date U due curve rappreseutaU (rispetto ad assi orloffonnii) dalle 
rqtiazioni 

"i "" ~; ^ ~i (chith croce iperbolica equilatera} 
x' y' a* ' "^ ^ 

x' (»' + y') = »'y' (cappa). 
Le aeree racchiuse fra queste curve e i riipellivi aeinloti sono finite e il loro 
■■'••'•"■•■•> t^ E. N.B.,,.™. 

Ritoluzione del prof. Rozzollno di Cunpobaiio. 
L'equazione della ciirvA croce risolata rispetto nlla y^ è 



la quale mostra che, mentre x' varia da ad a', y' varin da kJ on. Perciù gli 
asintoti sono le due rette .r — ± a parallele all'asse delle y ed equidistanti dal- 
l'origine. L'area A compresa fra la curva e gli asintoti è compusta di 4 porzioni 
eguali, e si ba 



7*-/'*^/^—/^^=-°'''^'== 



a(f)-a) = à 



L'equazione della curva cappa mostra che per y = sì faa r' — 0, cioè l'asse 
delle X incontra la curva in 4 punti riuniti; inoltre risoluta rispetto ad y* essa 
è p' — , quindi, variando x' fra ed n', la 5' varia fra ed co ; perciò anche 

qui gli asintoti sona le due rotte a: = ± a, ed anche qui l'area 11 compresa fra 
la curva e gli asintoti è composta di 4 porzioni «gnali, e si lia 

= ,O-O, + ^;(ar..senI-arc.se„0)^"^'.|^^, 

oude 

U =- nn>. 

Confrontando questo valore di B col valore (1) di A, avremo 

A _ 4»' _ 4 

Jì ^ Tifi' ~ ^ ■ 

003> Le uree racchiuse fra le curre rappresentale dalle equazioni 
^ + ^ = 1 (curva crocej 

a* b' 

— j ; = I (curva croce iperbolica) 

ed i rispelliri asintoti hanno per Hiimira cmniine Auh, 
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Ritoluzioni del prof. Roziollnò di CiMpotiute. 
L'equftzioae della curva croce lisoluta rispetto fld y' dà 



la qaalo prova che deve sempre essere z'>_a', e che, vaiinndo z* da a* ad co. 
In y* varia da oo a b*; perciò vi Bono due coppie di asintoti: ^■ = ±aedy=±6 
paralleli rispettivamente all'asse delle x e all'asse delle y. L'area A raccbiasa 
dalla curva e dagli asintoti è composta di 4 porti eguali, e si lin 
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606. È dato un fascio di coniche ed un punto P. Si trovi il luogo 
del punto d'incontro del diametro che passa per P, colla polare di P. 

Caso in cui il fascio di coniche si riduce ad un fascio di circoli. 
Greenstreet. 

607. La retta che unisce un punto M di un'iperbole con uno dei 
fuochi incontra in N, N' gli assintoti. Dimostrare che le lunghezze 
MN, MN' sono funzioni razionali delle coordinate di M. 

608. Luoghi dei fuochi e dei vertici delle coniche tangenti a due 
rette date in due punti dati. 

609. Luogo dei vertici delle iperbole che hanno un assintoto fisso 
e sono tangenti ad una retta data in un punto dato. 

E. N. Barisien. 
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Scopo di questa racculla di Manuali, cbe, col tìtolo Scientia, l'editore C. Naud 
di Parigi hk ìniziRto, e della quale già abbiamo parlato in questo periodico, è 
quello di esporre in altrettsute moDogralìe Io stato attuale dei singoli rami delle 
scienze, mostrando gli orizzonti cbe essi aprono, i progressi cbe rappresentano. 

Diamo qui un cenno dei più recenti. 

N. 1.3. F. M. Raoult. — Crioscopìa, 1901. 

Questa pubblicazione di Raoult è una preziosa monogralia sulla crioscopia, cioè 
sullo studio dei corpi allo stato soluto in corre Ixz ione alla temperatura di conge- 
lazione delle loro soluzioni. 

Il lavoro è diviso in 4 parti. Nella 1*, ricordati i fatti generali che caratte- 
rizzano il fenomeno della congelazione delle soluzioni e quelli particolari che lo 
accompagnano, viene definita la temperatura di congelazione di una soluzione e 
sono prese in esame le cause di errore nelle determinazioni crioscopiche, dipen- 
denti dalle indicazioni tennomotricho, dall'alterazione del titolu delle soluzioni, 
dall'inBuenza della temperatura ambiente, dall'agitatore, dall'aria discioita nelle 
soluzioni, e sono discussa accuratamente le vie per evitare, attenuare o correg- 
gerò tali errori. 

Nella 2* parte sono descritti gli apparecchi crioscopici unitali e di precisione, 
in particolare il crioscopio di precisione di Raoult, non che i metodi di condurre 
l'esperienza. E poi richiamata l'attenzione sul punto di congelazione dell'acqua 
pura e delle soluzioni, sul calcolo dell'abbassamento di temperatura del punto di 
gelo di una soluzione, sul grado di approssimazione di tale temperatura e sulle 
disposizioni speciali nel caso in cui le soluzioni si solidificano a temperature 



334 PERIODICO DI MATEMATICA. 

Nella 3* parte, che rignarda la crioscopia dei corpi non elettrolitici, è presa in 
esame dapprima l'iiiftuenza della coDceatrazioDe aull'abbasaameato del punto dì 
gelo delle soIukìodÌ dalle sostanze organìclie ed i liaultatì vengono riassunti nella 
legge; che per tutte le soluzioni delle iostame organiche, no» idroiaHale, in qual- 
siasi solvente, ed anehe per le soluzioni delle sostanze idrossilale in Indi i solventi, 
salvo gii idrocarburi aempliei o sostUuili, le variniioni dei eoeffìcienli d'abbassa- 
mento sono proporzionali alle concentrazioni od agli abbassamenti del punto di con- 
gelazione, e per le soluzioni diluite di un medesimo compoeto organico nello stesso 
solvente i coeffìcienli di abbaetamenlo hanno nn valore sensibilmente costante ed 
indipendente dalla concentrazione; cioè la legge di fìlagden si applica alle solu- 
zioni diluite delle sostanze organiche. 

Viene di poi esaminata l'influenza della natura dei corpi disciolti sull'abbas- 
samento molecolare del punto di gelo nei diversi solventi ed illustrata la !■ legge 
crioscopica di Raoult: che in uno stesso solvente gli abbassamenti molecolari sono 
gli stessi per tutte le sostanze organiche, ed, in generale, per tutte le sostanze che 
non stdiiscono né condensazioni ni decomposizioni. A questo proposito poi sono di- 
scussi i risultati delle soluzioni nell'acqua, negli acidi organici, nella benzina, negli 
idrocarburi diversi dalla benzina, nei solventi (acidi e fenoli) a punto di fusione 
elevala, delle soluzioni dei metalli nei metalli, non che le snomalie dovuta alla 
decomposizione o condensazione delle sostanze sciolte net solvente ed alla Torma- 
zioue di soluzioni solide, per cui In parta di soluzione che si solidiSca non è for- 
mata dal solvente puro. 

Infine è esaminata pure l'jnQuenza della natura dei solventi sull'abbassamento 
del punto di gelo, e quindi ricordata la 2* legge crioscopica di Raonlt, la qnale 
stabilisce che in uno stesso solvente tolti i corpi presentano lo slesso abbassamento 
molecolare. A questo riguardo vien fatto notare che dalia legge di Avogadro, ap- 
plicata ai corpi sciolti, cioè che la pressione osmotica d'un corpo sciolto in un 
dato volume di solvente è uguale alla pressione che essa eserciterebbe allo stalo ga- 
soso nello stesso volume ed alla fteasa temperatura, si può ad un tempo dedurra 
la 2* legge di Haoult e quella dì Van't Hoff, che dice come l'abbassamento mo- 
lecolare del punto di congelazione comune ai differenti corpi sciolti in un dato sol- 
vente sia proporzionale al rapporto fra il quadrato della temperatura assoluta di 
fusione e le calorie di fusione del solvente. 

Quindi vien mostrato come tale legge di Raoult- Van't Uoff si presti alla deter- 
minazione delle calorie di fusione e dei pesi molecolari delle sostanze. 

Nella 4* parte sono riferiti i risultati delle ricerche sull'abbassamento del 
punto di congelazione degli elettroliti. Le leggi di tali abbassamenti sarebbero le 
stesse di quelle dei non elettroliti, se non fossero mascherate spesso dai fenomeni 
di idratazione o disidratazione, di condensazione o di dissociazione, che in vario 
grado presentano le sostanze elettrolitiche disciolte. Ad ogni modo riguardo alle 
soluzioni saline nell'acqua molto coaceiitiate i composti salini possono essere 
riuniti in gruppi, per ciascuno dei quali gli abbassamenti moloculari riescono sen- 
sibilmente eguali. Nelle soluzioni motto diluite poi i sali si comportano presa'a 
poco come se fossero decomposti nei loro jonl, ciascun jonio producendo nell'acqua 
l'abbassamento molecolare di 18,5. 

Quindi vien fatto cenno del calcolo del grado di jonizzazione e delle cause 
d'errore che lo accompagnano, e vengono riferiti degli esempi di calcolo della 
jonizzazione in soluzioni molto diluite e concentrate. 

Gbboba. 
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N. 15. Babbabin. — La geometrie non Eudidimne, l'.H)2. 

Non è facile impresa quella dì raccogUere in un volumetto di circa 80 pagine 
nozioni fondamentali aulU geometria non Euclidea. Il sìg. Baibarin l'ha con- 
tta a termine con abbastanza successo jn questo volumetto, di cui diamo il 



Gap. I. — Conaidtrazioni gtnerali e sloriche. 

Gap. II. — Le definizioni e postulali stfondo Euclide. Le tre geometrie. 

Gap. III. — La distanza come nozione fondamentale. 

Gap. IV. — Ln geometria generale nel piano e nello spazio. 

Gap. V. — La trigonometria. 

Gap. vi. — Misura di aree e noluii'i. 

Gap. vii. — I contradditori della geometria non Euclidea. 

Gap. Vili. — La geometria fisica. 

N, 17. Andoyer. — Théorie de la Lune, 1902. 

Scopo di questo volumetto è l'esposizione dei metodi più semplici per costruire 
la teoria della luna cioè per determinare analiticamente il moto relativo del cen- 
tro di grftvità della luna rispetto a quello della terra, senza occuparsi della de- 
termìnazioDe numerica delle costanti che entrane in tale teoria. Eccone il som- 

Oap. I. — Messa in equazione e riduzione del problema. 

Cap. II, — Studio delle equazioni della teoria solare del moto della luna. Forma 
della soluzione. 

Gap, III, — Calcolo effettito delle principali ineguaglianze solari del molo della 

Cap. IV. — Formazione delle equazioni che detei-minano le ineguaglianze se- 
condarie del moto della luna. 

Gap. V. — Determinazione di alcune ineguaglianze secondarie periodiche del 
moto della luna. 

Gap. vi. — Influenza delle ineguaglianze secolari del side sul molo della luna. 

N. 18. Lehoine. — Géométrogra^ie oa ari des coitstnictmts geo- 
inetriques, 1902. 

La storia della geometrografia è breve. Alcune considerazioni sulla semplicità 
in matematica presentate dal Lemoine al Congresso dell'* Associazione francese per 
il progresso delle scienze , ad Orano, indussero il medesimo s stabilire delle con- 
venzioni fondamentali per mezzo delle quali si potesse, per così dire, misurare 
rappresentandola cun un numero, la semplicità dello costruzioni geometriche, pren- 
dendo come criterio fondamentale pel confronto di due costruzioni non la maggioro 
o minore faciliti! di esposizione e di dimostrazione, ma il numero di operazioni 
necessario ad eseguirlo. 

Da allora questa idea embrionale è stata a poco alla volta sviluppata dallo 
stesso Lemoine, dal Tarry, dal Bernés ed altri che hanno cercato la costruzione 
geometrografica (geometricamente più semplice) dei prinoipali problemi. Una espo- 
sizione sommaria della teorìa è etata introdotta in alcuni recenti trattati di geo- 
metria francesi come quello del Niawenglowski e Gerard e quello del Rouché 
Gamberousse (7* edizione); anche in Italia si sono occupati dell' interessante argo- 
mento, fra gli altri il Nannei e l'Alaeia (Geometria del triangolo). 
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Nell'elegante opuncolo, che tu pArlo clolla tìaccolta 8cÌentÌR, il Lemuine hn ora 
raccolto, in 8T pagine, i ritiiiltati piii inipurtanti ottenuti sin qui sulla vin aperta 
da lui; e certamente iiesaunn poteva furio con maggiore autorilà e coinpetencn. 
ili due parti, la prinm dello quali compreude una breve teo- 
e delle notazioni adottate e la risoluzione geometrogralìca [o 
li attualmente) d«i più notevoli problemi sulla geometria ole- 
la parie tratta dei piii importanti problemi relativi h^II assi radicali, 
mici, centro di similitudine di Sgure simili, c«c. 

Bellino Oarkaka S. I. — La Hdenogmlia mitica e moderna. Studio 
storico scientifico. Il" edizione, Pavia 1901. 

Il libro sì rifa dalle opinioni degli anticbi e giunge alla esposinione delle inO' 
derne teorie di Kaye di Luewy e l'uiseux. 11 materiale storico raccolto è abbon- 
dante e le citazioni copiose. La descrizione della superficie lunare è fatta con 
abbastanza minuzia, ed è coadiuvata da una bolla carta della Luna, (un'altra dti 
i dettagli dell'intereasanle circolodi Platonel por invitare il lettore a qualche os- 
Hervazione personale. 

Di qualche discussione metafisica il lettore avri^bbe forse fatto volentieri a 
meno in soggetto prettamente scientilico: ma poiché altri non conservano in questo 
argomento la giusta misura, non è da farne troppo carico. Il libro è inspirato a 
buone fonti; e le ricerche e gli studi moderni sono con diligenza esposti. Cbi ha 
lotto la bella monografia dot Celoria, l'unica della nostra letteratura, potrà con 
frutto completare le sue cognizioni con la lettura di questa volume. 

R. Piiob:. 



-A-VVISO. 



È noto che, dietro iniziativa della Società Reale di Londra, è 
stato costituito un Comitnto per la compilazione di un completo 
Catalogo delle pubblicazioni scientifiche (Ubrì, articoli, memo- 
rie, ecc.), che vedranno la luce nel secolo presente e nei venturi. 
Il Ministero della Pubblica Istruzione, nel comporre Ìl Comitato 
regionale italiano, ha scelto come delegato per la Matematica e la 
Meccanica il prof. G-ino Loria della E. Unicersità di Genova. Questi, 
reputando essere del massimo interesse, tanto per gli Editori quanto 
per gli Autori, che nel progettato Catalogo figuri senz'eccezione 
tutta la produzione scientifica della patria nostra, rivolge viva pre- 
ghiera agli uni ed agli altri di volergli dar contezza di tutte le 
opere concernenti le scienze esatte pubblicate a far tempo dal 1" gen- 
naio 1901. 

GiOLio Lazzeri — Dirtttore responeabUi 

finito iì (taBparf 11 HO DUffhi IWK. 
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PERIODICO DI MATEMATICA 

PER L'INSEGNAMENTO SECONDARIO 



(Org^ano deirAssociasione « MA.THasI8 »). 

11 Periodico di Matematica è destinato principalmente ai professori di mate- 
matica delle scuole secondarie e agli studenti universitaii della facoltà di scienze 
fisico-matematiche. Contiene articolf'é' indole scientifica o didattica riferentisi spe- 
cialmente air insegnamento elementare, quistioni da risolvere, notizie scientifiche ecc. 

Per cura del Periodico vengono pubblicati anche gli Atti dell' Associazione. 

11 Periodico si pubblica in fascicoli bimestrali di 48 pagine almeno. Non si 
fanno altro che abbonamenti annui decorrenti dal 1^ Luglio al 30 Giugno dellanDo 
successivo per conformai'si all'anno sociale dell'Associazione Mathesis. 

Le condizioni di associazione ed abbonamento per l'anno 1901-902 sono le seguenti: 

Per i soci dell'Associazione Mathesis il prezzo complessivo della quota so- 
ciale annua e dell'abbonamento al Periodico, compresi gli Atti è di Lire 10 da 
inviarsi al Segretario dell'Associazione, prof. Filiberto Castellano, Corso Vittorio 
Emanuele 16, Torino, La tassa di ammissione per i nuovi soci è di L. 4. 

Condizioni di abbonamento per i non soci: 

Italta Esteso 

Periodico di matematica L. 8 9 

Atti dell* Associazione Mathesis «^ 7 

Periodico di matematica e Atti delV Associazione Mathesis. ,10 11 

Periodico, Supplemento ^ Atti , 11,50 13 

PREMIO STRAORDINARIO Al NUOVI ABBONATI. — Ai nuovi abbonati saranno inviaH 
come premio gli « Atti del primo Congresso dei professori di matematica delle scuole 
secondarie, tenuto in Torino nei giorni 9-14 Settembre 1898 ad iniziativa deirAssociaziORo 
Mathesis *. Un bel volume dello stesso formato del « Periodico » del valore di L. &. 



SUPPLEMENTO AL PERIODICO DI MATEMATICA 



Questa pubblicazione fu iniziata nell'anno scolastico 1897-98 per compiotare il Pe- 
riodico di matematica, ed è destinata principalmente agli studenti delle scuole medie, 
nei quali si propone di eccitare Taniore allo studio delle scienze matematiche e fisiche. 
Contiene brevi articoli di matematica e fisica elementari; quistioni da risolvere, 
delle quali vengono pubblicate le migliori risoluzioni, con un cenno delle altre; 
quistioni a concorso con premi consistenti in libri, ecc. 

Per quello che si riferisce alla redazione i lettori sono pregati d' indirizzare 
lettere e cartolino al Direttore Prof. Giulio Lazzeri, per quello che si riferisce 
all'amministrazione, all'editore Raffaello Giusti. 

Le lettere non affrancate saranno respinte. 

11 Sìipplemenio si pubblica in 9 fascicoli mensili dì 16 pag. ciascuno da No- 
vembre a Luglio. 
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Abbonamento separato L. 2 
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Pagamento ANTICIPATO per mezzo di vaglia o cartolina-vaglia all'edit. Raffaoilo Giusti. 

Chi procurerà 10 abbonati al « Supplemento * avrà Tabbonamento al « Periodrco » per L ^. 

Chi procurerà 20 abbonati al « Supplemento * avrà l'abbonamento GRATIS al « Periodico >. 




